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Erklärung der Textauszeichnungen und Rahmen:





Verweis auf Anlagen (siehe 7. Anhang)(Anlagen A1, A3, B4)
Ausführbare(s) Pythonprogramm/Pythonbefehleprint ‘Hallo 123!’
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Einleitung
Ziele der Arbeit
In  der  psychologischen  und  mathematikdidaktischen  Forschung  wird
versucht,  ein  immer  genaueres  Bild  vom  Mathematiklernen  der  Kinder  im
Anfangsunterricht  zu  erhalten. Diese Anstrengungen werden unternommen
um damit den Mathematikunterricht zu verbessern, individuellere Lernange‐
bote  zu  organisieren  und  vor  allem  auch,  um  Störungen  und  Defizite  im
Lernprozess zu erkennen und dann frühzeitig entsprechende Fördermaßnah‐
men ergreifen zu können. 
Nachdem  in  den  letzten  Jahren  hauptsächlich  Einzelfallstudien  gemacht
wurden, um qualitiative Daten über individuelle Prozesse beim Mathematik‐
lernen  zu  erhalten,  werden  nun,  unter  anderem  auch  ausgelöst  durch  die
PISA‐Studie,  in größeren Populationen nicht nur quantitiative Untersuchun‐
gen sondern auch solche qualitativer Art gemacht.
Die  Arbeit  versucht,  entsprechenden  Fragestellungen  in  einem  kleinen
Bereich, dem Aufbau des mentalen Zahlenstrahls während des ersten Schul‐
jahres, nachzugehen. Dazu wurden im Rahmen eines, durch die Pädagogische





Aus  diesen Vorbemerkungen  ergibt  sich  die Gliederung  der Arbeit  in  fünf
Teile.  In einem ersten  theoretischen Teil wird der mathematisch‐fachdidakti‐
sche  Kontext  dargestellt.  Begriffe  werden  geklärt  und  abgegrenzt  und
verschiedene Modelle der Entwicklung des Zahlbegriffs und  von Zahlvorstel‐





matikunterricht  unter  Nutzung  der  neuen  Medien,  der  Computersprache
LOGO und der Idee des Lernens in Mikrowelten aufzuzeigen.
In  den  folgenden  beiden  Kapiteln  wird  die  empirische    Studie  mit  ihren
einzelnen  Teiluntersuchungen  dargestellt.  Dieser  Teil  beginnt  mit  den
Forschungsfragen, anschließend wird der Ablauf der Studie kurz beschrieben.
Die  Darstellung  der  Methoden  sowie  die  Darstellung  der  mathematischen
Leistungstests, der Einführungsstunden und der Auswertung der Computer‐
protokolle zeigen den Umfang der Untersuchung. Mittels statistischer Analy‐




Im  abschließenden  Kapitel  wird  eine  Zusammenschau  der  vorliegenden
Ergebnisse versucht. Die Daten der Computererhebung werden mit Daten aus
mathematischen Standardtests verglichen und es wird kurz dargestellt, ob es
Geschlechtsspezifika  bei  der  Entwicklung  mathematischer  Fähigkeiten  und




8   Einleitung   
1 Zahlvorstellung und mentaler Zahlenstrahl
In  vielen  Untersuchungen  der  80er  und  90er  Jahre  wurden  die  Zahl‐  und
Ziffernkenntnisse von Vorschulkindern und Schulanfängern erforscht. Dabei
konnte nicht nur gezeigt werden, dass die Kinder ein großes Vorwissen in die
Schule  mitbringen  (siehe:  [SCHMIDT/WEISER  1982],  [HENGARTNER/RÖTHLISBERGER




















bilder  ausgebildet:  sie werden  zu  Prototypen. Die  Bildung  der Anschauungsbilder
muß  eingeleitet und  kontrolliert werden’  [LORENZ 1993a, 144]. Offen bleibt auch
hier,  wie  der  Aufbau  dieser  individuellen  mentalen  Vorstellungsbilder  vor
sich geht.
LORENZ  [2002,  24]  weist  auch  darauf  hin,  dass  bei  manchen  Kindern  ‘…
bestimmte kognitive Faktoren, die für das Zahlverständnis und das Rechnen notwen‐
dig  sind,  noch  nicht  hinreichend  für  die  schulischen  Anforderungen  ausgebildet’
seien. Diese kognitiven Faktoren kann man beschreiben (siehe unten 1.3), aber











fen  muss,  wie  bei  LORENZ  angedeutet,  geschehen.  Die  offenen  Fragen,  die
PADBERG  anspricht,  kann  sicher  nicht  die  Mathematik  als  Fachwissenschaft
und  auch  nicht  allein  die Mathematikdidaktik  klären,  da  es  sich  dabei  um
mentale Prozesse und Abstraktionen handelt, die vorrangiges Forschungsziel
der Psychologie sind. Weiter wird schon in den wenigen Zitaten deutlich, dass
zunächst  einmal  eine  Klärung  der  Begriffe,  die  in  diesem  Kontext  immer












10   Kapitel 1:  Zahlvorstellung und mentaler Zahlenstrahl   





uns  Zahlen  begegnen,  sind  auch  die  Begriffe,  die  benutzt  werden,  um  das
Wissen über Zahlen und den  richtigen Umgang mit  ihnen  in unterschiedli‐













auch Ziffernfolgen und Rechenausdrücke oder Zahlterme  (vgl.  [MAIER  1990,
7]).
Diese  Zahlwörter  und  Zahlzeichen  erhalten  für  ihren  Gebrauch  erst  dann
einen  Sinn,  wenn  mit  ihnen  Bedeutungsvorstellungen  verknüpft  sind. Man
muss wissen, wofür sie stehen oder wenigstens, wie mit ihnen umzugehen ist.
1.1.2 Zahlaspekte
Zahlaspekte  ([KRAUTHAUSEN/SCHERER  2003,  7ff.];  [PADBERG  1992,  8f.]), Aspekte
des  Zahlbegriffs  [PADBERG1992,  6ff.],  Zahlbegriffsaspekte  [RADATZ/SCHIPPER
1983,  48ff.]  oder  Aspekte  der  Zahlbedeutung  [MAIER  1990,  8]  sind  eine









welches  ein  Individuum  hat, wird  als Zahlbegriff  bezeichnet.  Beim  Erwerb
eines  umfassenden  Zahlbegriffs  spielen  die  verschiedenen  Aspekte  des
Zahlbegriffs  (Zahlaspekte)  eine  Rolle.  Diese  stark  mathematisch  geprägte
Sicht  auf  den  Zahlbegriff  wird  allerdings  durch  die  neuere  psychologische
Forschung (vgl. 1.3) mehr in Richtung individuellen Lernens von Zahlen und
weg  von  vorwiegend  mathematisch  geprägten  kardinalen  Aktivitäten
verschoben.  Im Laufe des Lebens wird der Zahlbegriff  immer weiter ausge‐
baut,  indem man  neue Zahlbereiche, Zahlen  in  neuen Kontexten  und  neue
Operationen mit Zahlen kennenlernt. Man erlernt z.B. neu den Umgang mit
Eurobeträgen. Man  lernt, dass 10 Megabyte (10000 Kilobytes) also 10.000.000
Bytes  eigentliche  eine  kleine  Zahl  ist  und  nicht  ausreicht,  wenn  man  ein
größeres Dokument, ein Bild oder eine Videosequenz elektronisch speichern
will. Bekannte Operationen, wie die Addition, werden erweitert zur Addition
von  Bruchzahlen  oder  von  negativen  Zahlen.  Man  lernt  außerdem  flexibel
zwischen der Abstraktion Zahl, die man für Operationen braucht, und deren








rationalen Zahlen  erweitert und  teilweise  revidiert werden. Damit  steht das
Fach Mathematik auch im Gegensatz zum Fach Deutsch, wo die Grundfertig‐
keiten  des  Lesens  und  Schreibens,  die  in  der  Grundschule  ausgebildet
werden,  ausreichen, um  im Wesentlichen  alles  lesen und  alles  schreiben  zu
können.  In dieser Arbeit  soll zunächst unter einem entwickelten Zahlbegriff













Zahlbegriff  dann  erworben,  wenn  es  diese  Verbindung  zwischen  Ordination  und
Kardination herstellen kann.’
PADBERG [1992, 9] beschreibt, wie die Kinder erst im Laufe der Schulzeit, wenn
sie  verschiedene  Zahlaspekte  isoliert  kennengelernt  haben,  Beziehungen
zwischen diesen Zahlaspekten  erkennen.  ‘So  gelangen  sie  allmählich  zu  einem
umfassenden Zahlbegriff, der die verschiedenen Aspekte integriert.’ Der Zahlbegriff




griff  nennt.’  Er  verwendet  ‘Zahlbegriff’,  um  damit  das  Wissen  über  eine
bestimmte Zahl zu beschreiben:’Der Erwerb des Zahlbegriffs eins wurde hier als
deutlich  schwieriger  eingestuft,  als das Verstehen  anderer  kleiner Zahlen wie  zwei,
drei oder vier.’ [MAIER 1990, 190].
KRAUTHAUSEN/SCHERER  [2003,  7ff.]  nennen  im  Unterkapitel  ‘Komplexität  des
Zahlbegriffs (Zahlaspekte)’ als Hauptaufgabe des Anfangsunterrichts  in Mathe‐
matik  den  ‘…Ausbau,  die  Festigung  und  Systematisierung  des  Zahlbegriffs‐
verständnisses.’  Sie  weisen  auch  darauf  hin,  dass  Zahlbegriff  weit  mehr
beinhaltet, als z.B. die Charakterisierung der natürliche Zahlen mit Hilfe der
Peano‐Axiome.  ‘Die Komplexität  des Zahlbegriffs wird  in  der mathematikdidakti‐
schen Literatur gemeinhin (u.a.) mit der Vielfalt der Zahlaspekte verbunden. Um den
Zahlbegriff  in  seiner Ganzheit  zu  erfassen, was  nicht  zuletzt  auch  die  vielfältigen
Verwendungszusammenhänge  der  Zahlen  im  Alltag  erfordern,  ist  es  nötig,  den
Aspektreichtum der Zahlen auszubauen, zu systematisieren und zu vertiefen.’
FREUDENTHAL [1973, 159] geht sogar noch weiter und beschreibt Zahlbegriff als
eine  Verbundstruktur,  aufgebaut  aus  unterschiedlichen  Teilbegriffen:  ‘Die
Einzahl  ‘Zahlbegriff’  ist  irreführend.  Es  gibt  viele  Zahlbegriffe,  inhaltlich,  formal,
methodologisch,  genetisch,  didaktisch...  Als  objektive  Zugänge  zum  Zahlbegriff
möchte ich grob unterscheiden: Zählzahl, Anzahl, Maßzahl, Rechenzahl.’.
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LORENZ [1993c, 50ff.] beschreibt den Zahlbegriff als eher  individuell ausgebil‐
detes Wissen über Zahlen, von Zahlenbeziehungen und Rechenoperationen,
repräsentiert durch individuelle Vorstellungsbilder.









Zahlen  und  über  Operationen  mit  Zahlen  beschreibt,  haben  die  Begriffe
Zahlvorstellung,  bzw. Number  Sense  im  englischsprachigen  Raum,  eher  die
individuelle  Ausprägung  dieses  Wissens  und  die  Fähigkeit,  Zahlenwissen
kontextsicher anwenden zu können im Blick. 
Bei dem Begriff Zahlvorstellung denkt man natürlich an interne Vorstellungs‐
bilder  (siehe  1.1.6  und  1.2),  die  einem  dabei  helfen,  Zahlen  zu  verstehen,
Zahlen zu vergleichen und mit Zahlen zu operieren. Der englische Ausdruck
Number  Sense,  also  ein  ‘Gefühl  oder  Gespür  für  Zahlen’  haben,  beschreibt
diese  individuelle  Komponente  noch  deutlicher.  Man  muss  ein  Gefühl  für
Zahlen und mögliche Operationen haben, abschätzen können, ob das Ergebnis
einer Operation überhaupt plausibel ist, mit großen Zahlen überschlagsmäßig,
ausgleichend  gerundet,  operieren  können,  strukturierte Mengen  schnell mit
einem Blick erfassen können, usw.
Alle diese Fähigkeiten werden durch viel Erfahrung beim Umgang mit Zahlen
und durch Vernetzung mit  anderen Bereichen wie  z.B.  Statistik, Geometrie,
Sachunterrricht, usw... erlernt, sind zum Teil aber auch angeboren (siehe  1.2). 
Dass Number Sense aber nicht selbstverständlich  ist, kann man  fast  täglich  in
Zeitungen und Büchern nachlesen:
 In  einem Werbeprospekt wird die  Schlägerfläche  eines Tennisschlägers
mit  95  cm²  angegeben  ‐  ungefähr  der  Fläche  eines  Bierdeckels!  Die
Fehlinterpretation kommt von der Gleichsetzung Square‐Inch mit cm².
 In  einer  wissenschaftlichen  Arbeit  wird  beschrieben,  dass  3,30%  bzw.
2,20% der 15 Versuchspersonen eine bestimmte Aufgabe nicht bearbeitet
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lien  des  NCTM,  wo  z.B.  ein  Kindergartenlehrgang  die  Themen  ‘Patterns  ...
Number  Sense  and Operations  ... Making  Sense  of Data  ... Geometry  and  Spatial
Sense’ [BURTON 1991] miteinander verbindet. 









 use  a  success‐oriented  approach  that  builds  confidence  and  independence.ʹ
[SUTER 1990, 3]
1.1.5 Eigenproduktionen und Eigenkonstruktionen
Eigenproduktionen  sind  Produkte  von  Schülern  oder  Schülergruppen,  die
während der  selbständigen Auseinandersetzung mit  einem mathematischen
Thema oder Problem entstehen.
‘Eigenproduktionen  sind  mündliche  oder  schriftliche  Äußerungen,  bei  denen  die
Schüler  selbst  entscheiden  können, wie  sie vorgehen und/oder wie  sie  ihr Vorgehen
bzw. dessen Ergebnisse darstellen. ... Eigenproduktionen ... können auch als Gemein‐
schaftsarbeit entstehen.’ [SELTER 1995, 138f.]. ‘Unter dem ... Begriff Eigenproduktio‐
nen  werden  schriftliche  Dokumente  in  unterschiedlichen  Erscheinungsformen
verstanden’. [SELTER 1995, 139].
Etwas  allgemeiner  formuliert  GALLIN,  wenn  er  den  Lernprozess  wie  folgt
charakterisiert: ‘Am Anfang steht also nicht die Wissensvermittlung des Lehrers, am
Anfang stehen Schülerprodukte ...’ [1991, 55].
Diese  Eigentätigkeit  der  Schüler  in  einem  umfassenden  Kontext  stellt  auch
WITTMANN in seinem Aufsatz ‘Wider die Flut der ‘bunten Hunde’ und der ‘grauen
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Päckchen’:  Die  Konzeption  des  aktiv‐entdeckenden  Lernens  und  des  produktiven
Übens’  [1992, 152ff.] als Kennzeichen  für  selbstgesteuertes Lernen heraus. Er
geht  sogar  noch  weiter  und  spricht  von  Konstruktion  des  Wissens:  ‘Diese
Position  (er meint  damit  Piaget,  Anm.  d.  Verf.)  interpretiert  die  Entstehung  des
Wissens  im  Lernenden  als  dessen  aktive  Konstruktion,  d.h.  als  Resultat  einer
Wechselwirkung  zwischen  ‘innen’ und  ‘außen’...  In dieser Sichtweise muß  sich der
Lernende  also den  jeweiligen Unterrichtsgegenstand  aktiv  erarbeiten. Der Lernstoff
wird ihm nicht durch seine Sinne von außen zugeführt.’[a.a.O.]. 
Während  bei  ‘Eigenproduktionen’  mehr  das  selbständige  ‘Erfinden’  von
Produkten durch die Schüler betont wird, bezeichnet ‘Eigenkonstruktion’ eher
die mentalen Prozesse, die bei Eigenproduktionen ablaufen:  ‘...mit Eigenkon‐
struktionen  hingegen werden  informelle Lösungsstrategien  bei  komplexen Problem‐
stellungen bezeichnet.’ [SELTER 1994, 30]. Der Terminus ‘Eigenkonstruktion’, der
für  das  CEKA‐Projekt  verwendet  wurde,  zielt  auf  eine  noch  stärkere
Betonung konstruktivistischer Vorstellungen. Lernen wird als selbstgesteuer‐
ter, aktiver Prozess, in einer bestimmten Situation (Mikrowelt), gesehen.
Diese  Position  findet man  nun  auch  bei  SELTER/SPIEGEL:  ‘Lernen  findet  als  ein
stets  konstruktiver  und  individueller  Prozess  statt.’  Echtes  Lernen  findet  dann
statt,  ‘wenn man  sich  an  der Konstruktivität  des menschlichen  Lernens  orientiert:
Lernen ist ein aktiver Prozess; Kinder sind Entdecker.’ [2003, 26f.].
1.1.6 Mentale Modelle und Vorstellungsbilder
Mentale Modelle    sind  individuelle Denkmodelle, die das Verstehen  einer   
Sache bestimmen, ‘mit deren Hilfe wir planen und entscheiden, vorausschauen und
erklären,  kurz:  mit  deren  Hilfe  wir  denken’  [HASEBROOK  1995,  124].  Mentale
Modelle  sind  aber  auch  ein  hypothetisches  Konstrukt  der  Forschung  um
verschiedene   Repräsentations‐ und Wissensformen  zu  integrieren:  ’Mentale





beschrieben.  JOHNSON‐LAIRD  beschreibt  mentale  Modelle  als  projektive,  in
Gedanken  quasi  vorweggenommene,  Möglichkeiten  intentionalen  Denkens:
‘An organism can have an intention only if it has an operating system that can elicit a
model of a  future state of affairs, and decide  that  it  ‘itself’ should act so as to  try to
bring  about  that  state  of  affairs.’  [1983,  473].  Auch  HOFFMANN  vertritt  diese
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Meinung, er betont aber noch stärker den Zusammenhang mit der Verhaltens‐
ausführung,  also mit motorischen Akten. Er  führt  aus, dass  es  sich bei den
verhaltenssteuernden Antizipationen, die dem motorischen Akt vorausgehen,
‘um Vorstellungen  über  die Transformierbarkeit  von Ausgangs‐  in Zielsituationen
handelt‘. Diese  ‘bilden  in  ihrer Summe quasi ein mentales Modell der Umwelt, das
deren Zustände mit  ihren Veränderbarkeiten  jeweils  soweit  erfaßt, wie  konsistente
Verhaltenserfahrungen  gemacht  wurden.’  [1993,  50].  Mentale  Modelle  sind
zunächst Mittel der Verhaltenskontrolle und  an motorische Akte gebunden.
Sobald  sie aber unabhängig von der Verhaltensausführung  erzeugt werden,
gewinnen  sie  eine  neue  Qualität:  ‘Die  in  der  Vorstellung  erzeugten  Zustände
repräsentieren gerade jene Veränderungen, bzw. deren zentralnervöse Wirkungen, die
erfahrungsgemäß eintreten, wenn der Verhaltensakt tatsächlich ausgeführt wird. Auf
die  so  vorgestellten  Verhaltenskonsequenzen  kann man  in  Gedanken  erneut  einen
Verhaltensakt  anwenden,  indem man  sich die  resultierenden Veränderungen  erneut
vorstellt  usw.  Allein  in  der  Vorstellung  lassen  sich  auf  diese Weise  Folgen  von
Verhaltenskonsequenzen in beliebiger Weise verbinden, ohne daß ein einziger Verhal‐
tensakt  tatsächlich ausgeführt werden muß.’  [a.a.O., 51].   EDELMANN  [1996, 252f.]
geht davon aus, dass mentale Modelle sowohl sprachliche, als auch bildhafte
und  handlungsbezogene  Komponenten  aufweisen  und  ganzheitlich‐analog
orientiert sind. Er beschreibt mentale Modelle als ‘subjektive Wissensgefüge mit
funktionalem Charakter’, die der  inneren Simulation äußerer Vorgänge dienen.




an, wenn er  schreibt, mentale Modelle  seien  ‘kognitive Konstruktionen, mittels
derer  eine  Person  ihre  Erfahrung  und  ihr Denken  derart  organisiert,  daß  sie  eine
systematische Repräsentation  ihres Wissens  erreicht, um  subjektive Plausibilität  zu
erzeugen oder spezifische Vorgänge der Objekt‐ und Ereigniswelt in der Vorstellung
zu  simulieren.’  [2000, 375]. Allerdings  ist nicht ganz klar, wie diese mentalen
Modelle letztlich initiiert werden und welche Mechanismen an deren Aufbau  
beteiligt sind.
Vorstellungsbilder  bezeichnen  dann  mentale  Modelle  bildhafter  Wahrneh‐
mungen. Dabei sind aber Vorstellungsbilder ‘nicht das Abbild der Wahrnehmung
sondern die bildliche Form des Wissens um das Objekt... Vorstellungsbilder sind aus
Wissenselementen  aufgebaut...Vorstellungsbilder  sind  vage...sind  selten
numerisch...sind  idiosynkratisch...besitzen  Symbolfunktion’  [LORENZ  1992,  45f].
Auch  KRAUTHAUSEN/SCHERER  unterstreichen  im  Zusammenhang  mit  Arbeits‐
mitteln im Anfangsunterricht die Bedeutung von Vorstellungsbildern: ‘Ziel des




wie  sie  entstehen  oder wie deren Ausbildung  gefördert werden  kann. Man
nimmt  an, dass  solche Vorstellungsbilder  sich nicht beim  reinen Betrachten
von Visualisierungen, sondern beim Gebrauch von Arbeitsmitteln und Veran‐
schaulichungen  im Laufe der Zeit  ausbilden.  ‘Die  visuellen Vorstellungsbilder
entwickeln  sich  in der Altersstufe der Grundschüler  auf der Basis von  selbstausge‐
führten Handlungen.’  [LORENZ  1992, 184]. Vorstellungsbilder  entstehen, genau
wie mentale Modelle, aus Handlungen, wie die Aussagen von HOFFMAN (s.o.)
belegen. Eine weitere Theorie, die diese  stützen  könnte,  ist die Theorie der
dualen Codierung [PAIVIO 1986]. Diese sagt einfach ausgedrückt aus, dass eine
Wahrnehmung  sowohl  sprachlich  wie  auch  bildlich  gespeichert  und  auch
verarbeitet  werden  kann.  Hier  wäre  das  Vorstellungsbild,  bzw.  die  damit
verbundene Handlung, die entsprechende bildliche Komponente zum sprach‐
lichen  Inhalt  in  der  formalen  mathematischen  Fachsprache.  Das  Bild  der
Mengenvereinigung  einer  konkreten Zweier‐ mit  einer Dreiermenge würde
man  fachsprachlich  abstrakt  als  2  +  3 beschreiben. Die  entstandene Vereini‐
gungsmenge  (Fünfermenge)  wird  mit  5  beschrieben.  Das  Kind  kann  dann,
falls es die Fachsprache mit ihren Ziffern‐ und Operationszeichen verstanden
hat, dazu ein entsprechendes,  strukturell passendes Bild aktivieren. Es  stellt
sich  zur  Zahl  5  z.B.  eine  Fünfermenge  oder  auch  eine  Dreier‐  mit  einer
Zweiermenge  aus  beliebigen  Objekten  vor.  Wenn  die  Theorie  gilt,  dann
müssten  aber  Terme  oder  ‘Zahlensätze’,  wie  man  sie  in  der  Grundschule
nennt,  wirklich  als  sprachliche  Konstrukte  interpretiert  und  gespeichert
werden  (siehe  hierzu  1.3).  Diese  sprachlichen  Konstrukte  könnten  danach
strukturgleiche  innere Vorstellungsbilder  initiieren, mit denen man dann  in
Gedanken operieren kann.
1.1.7 Mentales Operieren
Wenn  mentale  Modelle  und  Vorstellungsbilder  aufgebaut  sind  und  der






[GERSTER  1994,  41].  Diese  für  den  Mathematikunterricht  grundlegende
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Fähigkeit des mentalen Operierens wird besonders während der Grundschul‐
zeit  gefördert  und  ausgebildet.  ‘Aufgrund  der  fundamentalen  Bedeutung  des
mentalen Vorstellens  und Operierens  für  spätere  Lernprozesse  liegt  hier  eine  ganz
entscheidende Stelle der Unterrichtspraxis vor.’ [KRAUTHAUSEN/SCHERER 2003, 217].
Dabei  sollte aber nicht nur die Arithmetik,  sondern auch die Geometrie, als
anschauliches  Übungsfeld  für  mentales  Operieren  beachtet  werden:  ‘Diese
Fähigkeit,  Vorstellungsbilder  zu  entwickeln  und  sie  zu  verändern,  ist  also  eine
notwendige Voraussetzung  für  das Rechnen  und  die Zahlen  im Kopf. Aus  diesem
Grund spielt die Geometrie in der Grundschule als Förderung der visuellen Fähigkei‐
ten  eine  so  bedeutende  Rolle.’  [LORENZ  2002,  25].  Als  besonders  förderlich   
werden  Aufgabenstellungen  angesehen,  die  beide  Gebiete,  Arithmetik  und
Geometrie,  integrieren:  ‘Zur Ausbildung der notwendigen Teilfähigkeiten, die den
Schülern das Ausbilden visueller Vorstellungsbilder und das mentale visuelle Operie‐
ren  ermöglichen,  ist  eine  Behandlung  geometrisch‐topologischer  Inhalte  vor  der
Einführung der arithmetischen Operationen sinnvoll.’ [LORENZ 1992, 186]. Beispiele
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1.2 Der Zahlbegriff aus mathematischer Sicht
Wie  kommt  man  mit  Mitteln  der  Mathematik  zu  den  natürlichen  Zahlen?
Ausgehend von den drei grundlegenden Zahlaspekten werden drei Wege zu
natürlichen Zahlen skizziert und es wird dargestellt, welche mathematischen
Begriffe  und  welche  Abstraktionsstufen  dabei  eine  Rolle  spielen.  In  der
Zusammenfassung (s.u.) wird aber deutlich werden, dass eine rein mathema‐
tische  Grundlegung  der  Didaktik  eher  unvollständig  wäre  und  eine  sehr
verengte Sicht auf den Erwerb des Zahlbegriffs bieten würde.
Jedes Kind, das heute  in die Schule kommt, kann  schon mehr oder weniger




‘Anschauer’).  Mit  der  Einführung  der  sogenannten  ‘Mengenlehre’  in  die
Grundschule  (1972)  wurde  der  kardinale  Aspekt  im  Anfangsunterricht
bestimmend. Eine kompakte Übersicht über die Entwicklung des Rechenun‐
terrichts  in  Deutschland  findet  man  z.B.  in  RADATZ/SCHIPPER  [1983,  36ff.].
Inzwischen haben sich extreme didaktische Auffassungen eingeebnet und es




Der Maßzahlaspekt  (Längenvorstellung) wird  aber  immer  noch  eher wenig
thematisiert.  Dies  sieht  man  beispielhaft  im  Projekt  Mathe2000.





Idee  6  ‐  Zahlen  in  der  Umwelt:  Zahlen  lassen  sich  vielfältig  verwenden  als
Anzahlen, Ordnungszahlen, Maßzahlen, Operatoren und Codes’




konkret  und  bildlich  dargestellten  Zahlen  konzentrieren wir  uns  dagegen  auf  den
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Zehnerraum  (...) und arbeiten mit Plättchen und Punktmustern. Wir benutzen also
Zahlen  als Anzahlen  (kardinaler Zahlaspekt).’  [WITTMANN/MÜLLER  1990,  16].  ‘Die
Zwanzigerreihe  betont  dagegen  den  ordinalen  Zahlaspekt’  [a.a.O,  34].  Nirgends
findet  man  einen  Hinweis  auf  den  Maßzahlaspekt  (Längenvorstellung),
obwohl  gerade  bei  der  Zwanzigerreihe  durch  farbliche  Hervorhebung  und
auch beim Zwanzigerfeld [a.a.O.] immer mit der ‘Kraft der Fünf’ argumentiert
wird, um größere Anzahlen simultan erfassen zu können. Die Zahl 5 soll als
Ganzes,  als  Einheit wahrgenommen werden,  also  konkret  als Rechenschiff‐
chen, als Block, als Fläche oder als Streckenobjekt. Zwei solche Fünferobjekte
sind dann ein Zehnerobjekt, also 10, weil sie z.B. doppelt so groß sind. Diese
Sichtweise  entspricht  genau  dem,  was  man  unter  dem  Maßzahlaspekt
versteht.  Ebenso  spielt  beim  Arbeiten  mit  strukturierten  Plättchenmengen
neben  der  Anzahl  immer  auch  die  Form,  Anordnung  oder  Struktur  der




tisch  aus,  wie  die  Relationen  zwischen  den  wahrgenommenen  Strukturen
sind.  Anzahlen  sind  hier  quasi  das  Endprodukt  einer  ganzen  Reihe  von
Abstraktionen.  Das  Projekt  Mathe2000  zeigt  so  beispielhaft,  dass  die  rein
mathematische  Sicht  auf  Zahlen  (kardinal  und  ordinal),  ohne  auch
Maßzahlaspekte  sowie wahrnehmungspsychologische und neuropsychologi‐
sche Aspekte der Zahlerfassung zu berücksichtigen, ein sehr verkürztes Bild




Wie  schon  in  1.1.3  beschrieben,  werden  Zahlen  bei  ganz  unterschiedlichen
Anlässen und in ganz verschiedenen Zusammenhängen gebraucht (siehe z.B.
[PADBERG 1992, 7f.]). Wenn die Kinder einen umfassenden Zahlbegriff erwer‐
ben  sollen,  müssen  sie  natürlich  auch  Zahlen  in  solch  unterschiedlichen
Zusammenhängen  und  Bedeutungen  kennenlernen,  verstehen  und  gebrau‐
chen. Dabei muß man  sich  aber durchaus darüber  im Klaren  sein, dass die
unterschiedlichen Zahlaspekte verschieden gewichtet werden,  je nach Schul‐
buch und gerade vorherrschender didaktischer Lehrmeinung. So wurde z.B.
bei DIENES  [1965], mit  der  Einführung  der Mengenlehre  in  die  Schulen,  die
Zahl  hauptsächlich  ‘als  Eigenschaft  einer  Menge’  im  Anfangsunterricht
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verwendet. Beispiele hierfür waren in den 70er und 80er Jahren die Lehrwerke
von BAUERSFELD [alef] oder NEUNZIG‐SORGER [Wir lernen Mathematik]. In dersel‐
ben  Zeit  wurden  aber  auch  die  Cuisenaire‐Stäbe  als  didaktisches  Material




denken].  In  den  letzten  Jahren  wurde  mehr  um  schrittweise  Ansätze  oder
ganzheitliches  Vorgehen  im  mathematischen  Anfangsunterricht  gerungen.




49],  MÜLLER/WITTMANN  [1984,  166f.]  und  von  KRAUTHAUSEN/SCHERER  [2003,  8]
sehr übersichtlich, teils  in Tabellen, dargestellt, wobei nicht klar wird, ob die
Aspekte  in der Tabelle nach  ihrer Bedeutung  für die Mathematik, nach der
Häufigkeit  der  Verwendung  im  Mathematikunterricht,  chronologisch,  also
wie sie  im Mathematikunterricht eingeführt werden, oder nach  irgendeinem
anderen Kriterium geordnet sind. Eine etwas abweichende Einteilung  findet




wie  die  mathematische  Beschreibung  dieser  ‘Verwendungsarten’  glauben
macht.  ‘Aus Sicht der Mathematik  als Fachwissenschaft  ließe  sich  einfach  angeben
(definieren), was wir unter Zahlen bzw. dem Zahlbegriff verstehen ( ... ). In der Folge
mag  man  versucht  sein  anzunehmen,  dass  es  keiner  großen  Mühe  bedürfe,  den
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KRAUTHAUSEN/SCHERER schreiben dazu: ‘Die Zahlaspekte verstehen sich als Hinter‐
grundwissen  der  Lehrerin.  Sie müssen  im Mathematikunterricht  zwar  vollständig
und angemessen repräsentiert sein, um Einseitigkeiten vorzubeugen und der Vielfalt
der  potenziellen  Zahlverwendungsmöglichkeiten  gerecht  werden  zu  können.  Das
bedeutet  jedoch  nicht,  dass  sie  als  solche  auch  begrifflich  thematisiert
würden,...’[2003, 9].
Die  folgende  Tabelle  zeigt  eine  Aufzählung  der  Zahlaspekte,  jeweils  mit



























Rechnen mit Ziffern 
(schriftliche Rechenverfahren) 
statt 








































































Zählzahl: Folge der nat.
Zahlen, die beim Zählen
durchlaufen werden.
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Wie  jede Zusammenfassung stellt die Tabelle die Zahlaspekte natürlich sehr
plakativ und z. T. verkürzt dar. Beim Algebraischen Aspekt wird nur  (N, +)
genannt,  obwohl  natürlich  auch  (N,  *)  eine  in  der  Grundschule  behandelte
algebraische  Struktur  ist.  Relationen  tauchen  in  der  Tabelle  nirgends  auf,
obwohl  gerade  Relationen  die  Grundlage  für  einen  weiterentwickelten
Zahlbegriff bilden.




konzepten  aufbauen,  die  zudem  noch  vernetzt  werden  müssen  (vgl.  Abb.
1.02).  Auch  die  durchaus  vorhandene  unterschiedliche Qualität,  die  in  den
einzelnen Zahlaspekten beschrieben wird, stellt die Tabelle nicht explizit dar.
Die  tabellarische Übersicht  sollte  auch nicht mit  einer didaktischen  Stufung
gleichgesetzt werden, die Zahlaspekte bauen nicht auf dem kardinalen Aspekt
auf. Es wird außerdem nicht klar, dass zunächst einmal die Zahlen als solche
unter  den  verschiedenen Aspekten  konstruiert werden müssen,  damit man
dann  in  einem  zweiten  Schritt mit  ihnen  operieren,  also  z.B. Addition  und
Subtraktion  ausführen  kann.  Einfach  gesagt,  es  wird  nicht  unterschieden
zwischen dem, was Zahlen sind oder wie man sie konstruieren kann  und wie




Die  Grundideen  von  Zahlen  werden  über  drei  Aspekte  vermittelt:  Menge,
Zählzahl und Maßzahl  (Länge). Die grundlegenden Zahlaspekte beschreiben










24   Kapitel 1:  Zahlvorstellung und mentaler Zahlenstrahl   










auf  dem  Objekt  und  der  Zahl,  die  es  benennt,  allerdings  spielt  auch  der
Kontext  eine Rolle, da die Zahl  ja Vorgänger und Nachfolger  hat  bzw. das
Objekt Nachbarobjekte hat, die auch benannt wurden. Die Zahl entsteht aus





Länge  3  zu  benennen.  Hier  spielt  nicht  nur  das  zu  bezeichnende  Objekt,
sondern  auch  die  Einheit  eine  Rolle,  aus  der  sich  ja  die  Längeneigenschaft
durch  Vervielfachen  ergibt.  Die  Zahl  ist  also  eher  eine  Relation  (oder  eine
Funktion) zwischen der Länge der Einheit und der Länge des zu benennenden
Objekts. Der Maßzahlaspekt, hier Längenrelationen, spielt aber auch bei den




der    Zählzahlen,  dargestellt  am  Zahlenstrahl,  spielen  Längenaspekte  eine
Rolle. 
Damit wird klar, dass sich die Situation nur beim kardinalen Aspekt einfach
darstellt,  wo  man  eine  einfache  Beziehung  Menge‐Kardinalzahl  hat.  Eine
Menge  von  zählbaren  Objekten  kann  in  ihrer  Zahleigenschaft  durch  eine
Kardinalzahl  beschrieben  werden  und  eine  einzelne  Zahl  kann  durch  eine
oder  mehrere  zahleigenschaftsgleiche  Mengen  repräsentiert  werden.  Schon
beim ordinalen Aspekt, wenn man  einmal vom  rein verbalen Aufsagen der
Zahlwörter, das man aber kaum als Zählen bezeichnen kann, absieht,  ist die
Situation  komplizierter.  Die  Zuordnung  ist  kontextabhängig,  eine  Zählzahl
kann  nur  im Kontext  (kardinal  oder  ordinal)  erzeugt  und  gedacht werden.
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Zählzahlen  werden  zusammen  mit  zu  zählenden  Objekten  und  zusammen
mit  der  Folge  der  Zählzahlen  gebraucht.  Beim  Maßzahlaspekt  schließlich
haben wir es eigentlich mit einer doppelten Abstraktion zu tun, die Zahl steht
für  die  Funktion,  die  das  Verhältnis  der  Länge  des  Objekts  zur  Einheit
beschreibt.    Allen  drei  Aspekten  ist  aber  gemeinsam,  dass  einzelne  Zahlen
erzeugt oder benannt werden. 
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mit berücksichtigt,  ist der Zusammenhang zwischen den Zahlaspekten lange
nicht  mehr  so  übersichtlich,  wie  Tabelle  1.01  glauben  macht,  sondern  eher
unübersichtlich und kompliziert. Wie man der Grafik 1.02 entnehmen kann,
werden  zunächst  einzelne  Teilkonzepte  zu  Zahlen  erworben,  die  dann  im
Laufe  der Zeit  zu umfassenden  integrierten Konzepten  verbunden werden.
Diese Teilkonzepte werden schon relativ früh in unterschiedlichen Alterstufen
aufgebaut und  ausgebaut.  In die Konzepte  sind  schließlich  auch Relationen
und Operationen mit Zahlen integriert.
Zwischen den Konzepten zu einzelnen Zahlaspekten besteht schon vor Beginn
der  Grundschulzeit  ein  Geflecht  von  Bedeutungen  und  Zusammenhängen,





Als  verbindendes  Element  zwischen  den  grundlegenden  Zahlaspekten,  die
quasi  den Herstellungsakt  einzelner Zahlen  beschreiben,  und  vor  allem  als
Übergang  zu  den  weiterführenden  Aspekten,  welche  die  Operationen  mit
Zahlen  beschreiben,  kann  man  sich  Relationen  zwischen  Zahlen  denken.
Zahlen  werden  miteinander  verglichen,  die  einzelnen  Zahlen  werden  aber
nicht verändert, es werden keine neuen erzeugt, wie bei den Operationen mit
Zahlen.  ‘Unlike  object‐counting  competencies,  which  involve  a  single  collection,
numeral  relationships  involve  two  (or  more)  collections  or  numbers.’  [BAROODY
1992b, 317]. Man untersucht Beziehungen zwischen einzelnen Zahlen, die z.B.





chen,  Beziehungen  zwischen  Zahlen  herzustellen  und  zu  beschreiben.
‘Während die Kardinalzahl durch das eigene Zählverhalten hergestellt werden kann,
weil sie eine konkrete, existierende Menge beschreibt, bestimmt die Relationszahl eine
der  unmittelbaren  Wahrnehmung  nicht  zugängliche  Beziehung  zwischen  zwei
Mengen. Mit einer Relationszahl kann die Differenz (Peter hat 3 Murmeln weniger
als  Hans  )  oder  die  Proportion  (Peter  hat  dreimal  so  viele Murmeln  wie  Hans)
zwischen 2 Mengen beschrieben werden.  In beiden Fällen handelt es sich bei der  ‘3’
nicht  um  eine Kardinalzahl,  also  eine Zahl,  die  eine  konkrete,  existierende Menge
beschreibt,  sondern  um  eine Relationszahl  [a.a.O.  77]. Dieser Übergang  zu  den
   Kapitel 1:  Zahlvorstellung und mentaler Zahlenstrahl   27
Relationszahlen  ermöglicht  erst  ein  flexibles  Umgehen  mit  Zahlen,  ihren
Beziehungen und Operationen, losgelöst von Handlungen (vgl. [Lorenz 2002,
25]). Bei Geary  findet man den Hinweis, dass  relationales Verständnis  (von
Zahlen)  die Grundlage  zum  Problemlösen  ist  (vgl.  [GEARY  1994,  104ff.]).  Er
weist auch darauf hin, dass es bei den Relationen zwei Perspektiven gibt, die
ein  unterschiedliches  Schwierigkeitsniveau  haben:  ‘For most  people  to  under‐
stand  the  relational meaning  of  the  (second)  sentence  (above),  ‘She  (Amy)  has  one
candy  less  than Mary.’,  the  sentence has  to  be  recast  to  read,  ’Mary has  one more
candy  than Amy.’  [a.a.O.,  129]. Von Kindern wird die  additive Beschreibung
der Relation bevorzugt, aber nicht alle Kinder  schaffen die Umkodierung  in
eine  additive  Beschreibung, was  zur  Folge  hat,  dass  sie  die  Situation  nicht
richtig verstehen. 
Weiterführende oder strukturelle Zahlaspekte
Bei  den  weiterführenden  Zahlaspekten  geht  es  um  die  Regeln  für  den
Umgang  mit  Zahlen  (Verknüpfungen,  Operationen,  Algorithmen,  …).  Zu
diesen weiterführenden Zahlaspekten kann man den Operatoraspekt und den
Rechenzahlaspekt  (algebraischer und algorithmischer Aspekt) zählen. Durch
Operationen  mit  Zahlen  werden  neue  Zahlen  erzeugt.  Damit  dies  in  der
Grundschule immer funktioniert, müssen bestimmte Regeln beachtet werden
(z.B. Verbot  der Division  durch Null,  der  Subtrahend muss  kleiner  als  der
Minuend sein, usw.). Die weiterführenden Zahlaspekte greifen auf die grund‐
legenden zurück, um die Operationen anschaulich zu erklären und einzufüh‐
ren.  So  können  z.B.  Aktivitäten  unter  dem  Operatoraspekt  mit  Mengen
(Kardinalzahlaspekt)  mit  Längen  (Maßzahlaspekt)  oder  auch  auf  der
Zählzahlreihe (Ordinaler Aspekt) durchgeführt werden:




 Operatoraspekt  mit  Zählzahlen:  Zählen  in  größeren  Schritten  wie  z.B.
beim  Aufsagen  der  Einmaleins‐Reihen  oder  in  der  Einmaleins‐Tafel
(siehe [MÜLLER/WITTMANN 1990, 119ff.]).
Der oft auch noch genannte Kodierungsaspekt, s.o., der zur Bezeichnung und
Unterscheidung  von  Objekten  dient,  wird  im  Mathematikunterricht  der
Grundschule  ausgeblendet.  Die  Benennung  von  Dingen  durch  Namen  im
Arithmetikunterricht wird kaum  thematisiert, da  es keinen  Sinn macht, mit
Kodierungen, wie z.B. Telefonnummern oder Hausnummern, zu rechnen.




































   
   










 Erweiterung der grundlegen-
den Zahlaspekte;
Zahlen als Relationalzahlen;











































Als Maßzahlen von Längen;
Problem der Skalierung (der
Einheit);

























Anwendung der Zahlenreihe  
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Wenn man nun die Aspekte  aus der Tabelle von KRAUTHAUSEN/SCHERER  (s.o.
1.01)  nach  der  neu  entwickelten  Struktur  anordnet  und  die  Operationen
zunächst ausblendet, dann erhält man die obige, vorläufige Tabelle 1.02., die
sicher noch weiterentwickelt werden müsste, die  aber  zunächst  als Arbeits‐
grundlage dienen soll. 
Die  Zahlaspekte  sind  in  Tab.  1.02  tabellarisch  geordnet,  obwohl  sich  eine
Darstellung  in  einem  Netzbild  (wie  z.B.  in  Abb.1.0.2)  wohl  eher  anbieten
würde. Durch die Darstellung  in der Tabelle  ist es möglich, zunächst einmal









Operationen  durchführt,  ist  es  sicher  angebracht,  zunächst  den  Blick  von
einzelnen  Zahlen  zu  lösen  und  zwei  oder  mehrere  Zahlen  miteinander  zu
vergleichen.
Hinweise  auf  Operationen  wurden  bei  den  grundlegenden  Zahlaspekten











n’,  dem  Nachfolger  von  n,  fort.  Auf  diese  Weise  entsteht  die  nie  endende
Folge 1 x 2 x 3 x 4 x … x n x nʹ x … der natürlichen Zahlen. N sei die
Menge dieser natürlichen Zahlen. In der Bezeichnung n c N bringen wir zum
Ausdruck,  dass  n  eine  natürliche  Zahl  ist.  Zusammen  mit  Operationen
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nennen wir N die Arithmetik oder das System der natürlichen Zahlen …(vgl.
[TASCHNER  1991]). Es gelten  folgende Regeln: Eins  ist nicht Nachfolger  einer
anderen  Zahl  und  keine  Zahl  wiederholt  sich  in  der  Folge  der  natürlichen
Zahlen,  also  hat  jede  natürliche  Zahl  höchstens  einen  Vorgänger,  Eins  hat
keinen und alle anderen haben genau einen Vorgänger. Die Zahl 1 ist gleich‐







P5: (1 c M _ N . f(M) _ M) t (M = N) für alle M
Dieses  Fortschreiten,  also  die  Abbildung  ‘Nachfolger’  auf  den  natürlichen
Zahlen,  kann  man  sich  auch  als  Vektoren  vorstellen.  Man  beginnt  am



















schreibt z.B. bei der Diskussion der  imaginären Zahlen:  ‘Vergessen Sie  jedoch
bitte nicht, daß es keine Rolle spielt was Zahlen sind; entscheidend  ist vielmehr, wie
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sie  sich  verhalten.’  [DEVLIN  1990,  79]. Deshalb  findet man  für die  natürlichen
Zahlen auch Definitionen ausgehend vom Körper der reellen Zahlen, da man
dann  auch  einen  Teil  der  Operationen  aus  R  mitbekommt.  Summe  und
Produkt  natürlicher  Zahlen  sind  wieder  natürliche  Zahlen,  Differenz  und
Quotient mit Einschränkungen. Auch BUTTERWORTH weist darauf hin, dass das
Axiomensystem (s.o.) nicht einmal annähernd formal genug sei, um die natür‐











Beschreibungsmustern  lösen. Eine Beschreibung  im Dezimalsystem  in  einer









Die Ausführungen  haben  sicher  deutlich  gemacht,  dass  der mathematische
Zugang  zu  den  natürlichen  Zahlen  über  die  Peano  Axiome  für  deren
Verständnis nur bedingt  tauglich  ist. Dieser Zugang macht außerdem keine
Aussage  darüber,  wie  die  Zahlwortreihe  syntaktisch  aufgebaut  ist.  Die
Zählzahlen existieren als rein mathematische Objekte, die mittels der Axiome
in  eine Ordnung  gebracht werden. Die Zählzahlen,  sowie Zahlpunkte  oder
Einheitsvektoren zwischen den Zahlpunkten müssen erst im Akt des Abzäh‐
lens repräsentiert, also an Zahlobjekte gebunden werden.
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1 2 3 4 5 6 Zahlpunkte
















Zählzahlen  aufzählend,  sondern  sie  sind da und werden  auf  eine Ordnung
angewendet bzw. einer geordneten Objektmenge zugeordnet. Damit ist natür‐
lich  nicht  das  ‘Prinzip  der  stabilen  Ordnung’  beim  Zählen  (siehe





aber  Erster,  Zweiter,  ....  Die  Unterscheidung  zwischen  Ordnungszahl  und
Zählzahl  weist  eben  auch  sprachlich  auf  unterschiedliche  Kontexte  hin.
Ordnungszahlen werden gebraucht, um eine vorhandene Ordnung zu benen‐
nen. Wenn man mit Hilfe von Zählzahlen  eine Menge  abzählen möchte,  so
kann diese ungeordnet sein. Es empfiehlt sich aber, eine Ordnung herzustel‐
len,  damit  man  leichter  zählen  kann.  Ein  mathematische  Herleitung  der
Ordnungszahlen  ausgehend  von  geordneten  über  wohlgeordnete  Mengen
und deren Ordnungszahlen findet man z.B. bei KAMKE [1955, 79ff]. Geordnete
Mengen  erhält  man,  falls  man  eine  Ordnungsaussage  auf  deren  Elemente
anwenden kann. Für zwei verschiedene Elemente a und b gilt dann entweder
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Wie  gelangt man  zu Mengen,  von diesen  zu deren Anzahlen und dann  zu
deren Bezeichnung?






wie  einfache  Sätze  gebaut,  nämlich  aus  Subjekt  und  Prädikat.  Die
Mengenbildung  erreicht man nun durch  eine  sinnvolle Aussageform P
über einen fest gewählten Grundbereich von Objekten. Die Menge wird
von  den  x  aus  dem  Grundbereich  gebildet,  für  die  P(x)  eine  wahre
Aussage ist.
 über den naiven Mengenbegriff (Cantor)
Eine  Menge  erhält  man  als  Zusammenfassung  bestimmter,  wohlunter‐
schiedener Objekte zu einem Ganzen. Die Menge entsteht als Zusammen‐
fassung ganz konkreter (manuell greifbarer) Objekte. 
Beim  2.  Schritt,  muss  geklärt  werden,  ob  es  eine  spezielle  Beziehung
(Bijektion)  zwischen Mengen gibt, die  einen quantitativen Vergleich  ermög‐
licht.  Damit  gelangt  man  über  die  Spezialisierung  von  Relationen  zu
Äquivalenzrelationen.
Der 3. Schritt auf dem Weg zu den natürlichen Zahlen ist nun die Zusammen‐
fassung  von  gleichmächtigen  Mengen  zu  Äquivalenzklassen  und  einer
Abstraktion bei deren Bezeichnung. Die Kardinalzahl, oder Mächtigkeit einer
Menge,  ist  jene  Eigenschaft,  die  sie  mit  allen  zu  ihr  äquivalenten  Mengen
gemeinsam hat. Diese Eigenschaft wird mit einer Zahl bezeichnet z.B.:  3  als








'A ist gleichmächtig mit B'
Kardinalzahl
Äquivalenzklasse der zu einer









Grundbereich Dinge/Objekte mit Eigenschaften
'wohlunterschiedene Objekte unserer 














der Kardinalzahl  ergibt  sich  im Unterricht  dann  eher  zufällig.  FREUDENTHAL
[1973, 178] weist allerdings zurecht darauf hin, dass Begriffe wie Kardinalzahl
und Mächtigkeit von Kindern vor allem über die Zählzahl erworben werden:
‘Das Kind  erwirbt  sich die Zählzahl und konstatiert  in  einem gewissen Augenblick
ihre  Invarianz bei  eineindeutigen Abbildungen  (z.B. Permutationen);  es konstruiert
nicht die einzelne Zahl ‐ auch nicht unbewußt ‐ als Klasse der untereinander äquiva‐
lenten  Mengen’...  Die  Invarianz  bei  eineindeutigen  Abbildungen  ist  ein  kleines
Eckchen  in diesem Komplex, eine Marotte der Erwachsenen, die sie als Mächtigkeit‐
saspekt anpreisen’.














gen.  Zur  Erleichterung  des  Anzahlerkennens  bzw.  Zählens  arbeitet  man
deshalb mit strukturierten Mengen (vgl. [MÜLLER/WITTMANN 1990, 23ff.]). 









 Äquivalenzrelationen  in  einer  Mengenmenge  können  nur  zwischen
mindestens  zwei,  noch  besser  aber  zwischen  vielen Teilmengen  ausge‐
führt  werden  ‐  erst  dann  kann  man  wirklich  Klassen  bilden  bzw.  die
gemeinsame Zahleigenschaft der Teilmengen erkennen.
 Eine Kardinalzahl wird  zwar  immer  zu  einer Menge geschrieben,  aber
diese Menge steht stellvertretend für alle dazu gleichmächtigen Mengen,
weshalb  immer mehrere Objektmengen  gebildet werden  sollten,  damit
dann  die  gemeinsame  Eigenschaft  der  Klasse  erkannt  wird.  Dieses
Problem  der Repräsentierung  existiert  genauso  im  Bereich  der Größen
und bei geometrischen Objekten.
 Zählfähigkeit  und  kardinales  Verständnis  müssen  parallel  aufgebaut
werden. Um die Mächtigkeit größerer endlicher Mengen zu benennen, ist




entsteht  möglicherweise  die  Vorstellung,  dass  Operationen  mit  Mengen
einfach sind und dass sich der gesamte arithmetische Anfangsunterricht sehr
gut  über  Mengenhandlungen  und  Mengendarstellungen  bewältigt  werden






bei  der  Subtraktion  zu  Fehlvorstellungen  kommen.    Auch  die  Subtraktion
wird  mit  zwei  disjunkten  Mengen  dargestellt,  es  wird  addiert  statt




disjunkter  Mengen  nicht  weiter,  sondern  kann  zu  falschen  Ergebnissen
führen. Die Kinder gehen wie bei der Addition davon aus, dass Minuend und
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Einführung  der  Zahlen  und  bei  den  ersten  Operationen  mit  Zahlen  geübt
haben.  Teilmengenbildungen,  als  Umkehrung  der  Mengenvereinigung,  die
für das Verstehen der Subtraktion wichtig wären, kommen im Mathematikun‐
terricht  bis  zu  diesem Zeitpunkt  höchst  selten  vor,  obwohl Kinder  in  ihrer
Alltagsmathematik  diese  Bildungen  sicher  vornehmen.  Dass  Schüler  solche
falschen  Vorstellungen  haben,  fällt  aber  meist  gar  nicht  auf,  da  sie  durch
Zählen trotzdem zum richtigen Ergebnis kommen können. 
Statt die Addition nur über die Vereinigung disjunkter Mengen einzuführen,
wären  auch  Operationen  auf  nur  einer  Menge  möglich,  die  um  Elemente
ergänzt oder vermindert wird, also das, was NUNEZ/LAKOFF [2000] (s.u.) unter
der Metapherngruppe ‘Arithmetik als Objektkonstruktion’ beschreiben. Diese
Repräsentation würde  dann  zunächst  auch  besser  zur  Lösungsstrategie  der
Schüler  passen,  die  in  der  Mehrzahl  ihre  Lösungen  durch  Vorwärts‐  bzw.
Rückwärtszählen finden.
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1.2.4 Der Größenbereich Längen, natürliche Zahlen als Maßzahlen
Der dritte grundlegende Zahlaspekt beschreibt Zahlen  in  ihrer Verwendung
als Maßzahlen  für Größen. Da  im  arithmetischen Anfangsunterricht Zahlen
unter anderem als Zahlen am Zahlenstrahl, auf der Zwanzigerreihe und  im
Zwanzigerfeld  (2*10), also eher durch Längenrepräsentierungen veranschau‐





dem  sofort  die  Trichotomieeigenschaft  (vgl.  [MAIER  1990,  25f.]).  Vektoriell




te,  u.a.  werden  immer  über  Mengen  konkreter  Repräsentanten  (Stäbe,
Gewichtsstücke, Geldstücke/‐scheine) eingeführt, die dann durch Äquivalenz‐
relationen (deckungsgleich, gleichschwer, wertgleich, ... ) in Klassen eingeteilt
werden.  Im  folgenden Unterricht werden dann, wieder unter Rückgriff  auf
geeignete Repräsentanten, die Kleinerrelation zwischen Größen und verschie‐
dene  Verknüpfungen  (Vervielfachen,  Addition,  Aufteilen,  etc.)  eingeführt.
Abstrahiert und unabhängig von Repräsentanten wird  festgelegt, was unter
einem Größenbereich zu verstehen ist.
Eine Menge G  in der  eine Verknüpfung  + und  eine Relation  <  erklärt  sind,
heißt ein Größenbereich (G,+,<) wenn folgende drei Axiome erfüllt sind:
 G1: (G,+) ist eine kommutative Halbgruppe, 
 G2:  (G,<)  ist eine  strenge Ordnungsstruktur mit Trichotomieeigenschaft
und 
 G3: Für alle a,b c G gilt: es gibt ein x c G so dass a+x=b , g.d.w. a < b
Manche Größenbereiche haben außerdem noch Teilbarkeits‐ und Kommensu‐
rabilitätseigenschaft  (vgl.  [GRIESEL  1973, 56ff.]).  (N,+,<)  ist  ein Größenbereich,
aber (N0,+,<) ist wegen G3 natürlich kein Größenbereich. Falls man also Zahlen
über Längenrepräsentanten einführt, dann hat man damit nicht nur Repräsen‐
tanten  (z.B.  Cuisenaire  Stäbe)  für  die  natürlichen  Zahlen  (außer  der  Null),
sondern bekommt auch gleich einen Handlungsbereich in dem die Addition,






Die  so  repräsentierten  natürlichen  Zahlen  sind  dann  auch  gleichzeitig
Maßzahlen und Relationszahlen  (s.u.). Ein Problem  ist natürlich die Anbin‐
dung  der  natürlichen  Zahlen  an  die  entsprechenden  Längen,  da  man  die
Längen ja zunächst messen oder, unter Bezug auf eine Einheitsgröße, zumin‐
dest abschätzen müsste, um die Maßzahl zu bestimmen. Beim Cuisenaire‐Ma‐
terial  behilft  man  sich  mit  verschiedenen  Farben  als  Merkhilfe,  beim
Mehrsystemmaterial  verwendet  man  verschiedene  Objekte  (Einerwürfel,
Zehnerstange,  Hunderterplatte,  ...),  aus  denen  dann  die  Größen  (Längen,
Flächeninhalte und Volumina) und damit die Zahlen aufgebaut werden. Die




























die Definition des Skalenbereichs  (vgl.  [GRIESEL 1974, 11ff.]).  Jeder Größenbe‐
reich G ist ein Skalenbereich, der sich selbst als zugeordneten Größenbereich
hat.  Die  Menge  N  selbst  ist  ein  diskreter  Skalenbereich.  Die  Ordinalzahlen
sind  dann  die  Koordinaten  eines  diskreten  Skalenbereichs  mit  minimalem
Element. 

















Es  wird  also  nur  mit  Rangplätzen  auf  den  beiden  zahlenstrahlähnlichen





auf dem Zahlenstrahl. Das  ist, wie  sich  später, wenn die  rationalen Zahlen
eingeführt werden, herausstellt,  ja  auch korrekt. Andererseits, wenn Zahlen
durch  Längen  oder  Mengenelemente  repräsentiert  werden  sollen,  dann
entsprechen  den  Zahlen  aber  gerade  die  Strecken  zwischen  den
Markierungen. Es sind auch hier wieder die Betrachtungsweisen Zahlpunkte
vs. Vektoren zwischen den Zahlpunkten, die  für Verwirrung sorgen. LORENZ





Summe der  Intervalle gebildet wird, die  jedes Element vom  folgenden  trennen, und
daß  ... bei einer dichten oder gedrängten Reihe die  Intervalle zahlreicher und kürzer
sind, während bei einer weniger dichten Reihe die Gesamtlänge dieselbe bleiben kann,
indes  die  Intervalle weniger  zahlreich  und  länger  sind’  [PIAGET/SZEMINSKA  1975a,
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105]. Dabei muss aus dem Verhältnis der Gesamtlänge zur Anzahl der ‘Inter‐
valle’  bzw.  zu  einer  Teillänge  auf  die  Einheitslänge  geschlossen  werden.
Dasselbe Problem  taucht auch  im Unterricht auf, wenn man bei Zahlenrau‐
merweiterungen verschieden skalierte Ausschnitte des Zahlenstrahls benutzt. 
Steckwürfeltürme,  Würfelschlangen  und  eingeschränkt  auch  Rechenketten
werden meist ordinal  interpretiert, da sie aus Einzelobjekten aufgebaut  sind







Cuisenaire‐Stäbe  sollen  Relationen  zwischen  Zahlen  repräsentieren.  Das  ist
aber erst dann möglich, wenn mit den einzelnen Stabtypen Zahlen verknüpft
sind,  da  ja  alle  Handlungen  mit  den  Stäben  auch  zahlfrei  durchgeführt
werden können:  ‘Ein hellgrüner Stab  ist halb so  lang wie ein dunkelgrüner’.
Die Beziehung wird zunächst durch die Stäbe repräsentiert, muss dann aber
davon  abstrahiert  und  auf  die  Relationszahlebene    gebracht  werden.  ‘Die
Beziehung selbst muß durch einen konstruktiven Akt vom Schüler selbst hergestellt
werden’ [LORENZ 1992, 163]. 














in  denen  Zahlen  vorkommen,  zu  strukturieren  und  zu  verstehen.  Ohne
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Relationen ist ein flexibler Umgang, also ein ‘Spiel mit Zahlen’, nicht denkbar.
‘We contend that three kinds of numerical reasonning principles are available to the














wird  auch  deutlich,  dass  die  Kinder,  schon  lange  vor  den  Operationen




ckelt, bevor sie  in die Schule kommen  (vgl.  [SOPHIAN 1992, 19ff.]). Auf dieses
Vorwissen  wird  aber  nicht  zurückgegriffen:  ’I  believe,  teachers  can  promote
sensemaking by taking care to give children an opportunity to validate new problem‐
solving methods  against  familiar  ones.’  [a.a.O., 40]. Dieses Vorwissen, das über
die  Bezeichung  der  Mächtigkeit  einer  Menge  durch  eine  Zahl  hinausgeht,










die  Beziehungen  zwischen  Mengen.  Die  Relationszahlvorstellung  ist  also
mehr,  als das was man  als  ‘primitives Operationsverständnis’ bei Kardinal‐
zahlen  beschreiben  könnte:  ‘Addition  beschreibt,  was  ich  tun  muss  um  die
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Vergrößerung  einer Menge  zu  erfassen,  und  Subtraktion  beschreibt,  was  ich  tun
muss, um die Verkleinerung einer Menge zu erfassen.’ [a.a.O.]. Mit diesen ‘primiti‐
ven Operationen’ wird nur die Mächtigkeit einer Menge manipuliert. Zahlen





oder die Proportion  (Peter hat dreimal  so viele Murmeln wie Hans)  zwischen  zwei
Mengen beschrieben werden. In beiden Fällen handelt es sich bei der ‘3’ nicht um eine
Kardinalzahl,  also  um  eine  Zahl,  die  eine  konkrete,  existiernde Menge  beschreibt,



















hat  dafür  gesorgt,  dass  sich  in  den  letzten  Jahrzehnten  eine  bestimmte
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Nach Piagets Stufentheorie durchläuft das Kind verschiedene Entwicklungs‐
stufen von der Sensomotorik über die prä‐operationale und die konkret‐ope‐
rationale,  bis  es  schließlich  zu  formal‐abstraktem  Denken  auf  der
formal‐operativen Stufe vordringt. 
Nach Aeblis  Theorie  ist  jede  arithmetische Operation  die Abstraktion  einer
Handlung, also eine ‘verinnerlichte, abstrahierte Handlung’. In diesem Stufen‐






Operatives Denken  zeigt  sich, wenn das Kind diese  Stufen  runter und  rauf
operieren kann.











schrittweise,  meist  in  sehr  kleinen  Schritten,  auf‐  und  ausgebaut,  wie  im
Spiralcurriculum  des  Mathematikunterrichts  vorgesehen.  Damit  die  Kinder
bei ihrer Entwicklung nicht ‘überfordert’ werden, wird schrittweise lernzielo‐
rientiert  vorgegangen,  unter  gleichzeitiger  Beachtung  der  mathematischen
Konsistenz,  wie  bei  Piaget  beschrieben.  Häufig  werden  die  Theorien  dann
auch noch fehlinterpretiert oder gleichgesetzt, also z.B: die Stufentheorie von




Kinder  im  mathematischen  Anfangsunterricht  systematisch  unterfordert




policia  among  educators.  The  theory  states,  that  the  regular  climbing  of  Piagetian
stages progresses according to an immutable process of growth. Before the age of six or
seven,  the  child  is  not  ready  for  arithmetic.’  [DEHAENE  1997,  43].  ‘Later,  Piaget’s
theory  of  cognitive  development  reinforced  this  judgement    of  the  young  child  as




tisch  an  Piagets  Theorie  ist  die  Vorstellung,  dass  das  Individuum  die  kognitiven
Konzepte  selbst  generiert,  dass  das  Individuum Wissen nur  im Austausch mit  der
Umwelt erwirbt und dass die Austauschprozesse nur temporär ein Äquilibrium errei‐
chen, so dass Assimilation und Akkomodation die Entwicklung der Kognititon beim
Individuum  stets weitertreiben.’  [SCHULMEISTER    1997,  73].    So  erklären  Piagets
Theorien sogar die mentalen Operationen, die in mathematischen Lernprozes‐
sen  impliziert  sind,  als Produkte  spontaner Rekonstruktion und  sind damit
immer  noch  aktuell. Das Kind  selbst  generiert Konzepte wie Reversibilität,
Transitivität,  Rekursion,  Reziprozität  von  Relationen,  Klasseninklusion,  die
Erhaltung numerischer Mengen und die Organisation räumlicher Referenzen.
Dem  widerspricht  aber  die  Stufentheorie,  die  vermittelt,  dass  das  Kind
bestimmte Dinge erst dann lernen kann, wenn es die entsprechende Entwick‐
lungsstufe erreicht hat. Man bietet Kindern folglich nur Lerngelegenheiten die
mit  der  Stufe  in  Einklang  sind,  insgesamt  eine  eher  unkonstruktivistische
Sichtweise des Lernens.
Zweitens  argumentiert  Piaget  wenn  er  über  das  Lernen  mathematischer
Begriffe  schreibt  ‘mathematisch’.  Er  spricht  die  Sprache  der  Mathematik,
wenn  er  z.B.  erklärt,  wie  Ordination  und  Kardination  interagieren,  wie
Klassen  gebildet  werden  oder  wie  transitive,  asymmetrische  Relationen  zu







der  Folge  von  AEBLI[1975]  ausformuliert  wurde.  Die  Mathematikdidaktik




wie  unterschiedliche  Lernprozesse  ineinandergreifen, wären  für  die Mathe‐
matikdidaktik  sehr  viel  fruchtbarer,  da  hier  der  Fokus  nicht  so  sehr  auf  in
Stufen  ablaufenden Lernprozessen  liegt,  sondern die  individuellen Lernpro‐
zesse  in  den  Mittelpunkt  des  Interesses  rückt.  Dies  sind  besonders  die
konstruktivistischen Anteile seiner Theorie (siehe hierzu: [V. GLASERSFELD 1990,
19ff.]).
Auch aus dem Bereich der  Informatik  findet man  schon  früh  erste kritische
Anmerkungen zu Piagets Theorie. PAPERT, der bei Piaget in Genf geforscht hat
und  dann  ans MIT  ging,  kritisiert  vor  allem  die  Interpretation  der  Theorie
Piagets  als  eine  Stufentheorie.  ‘Es wird  nicht  von  Phasen  die  Rede  sein,  nicht
davon, was Kinder  in  einem  bestimmten Alter  lernen  können  und was  nicht.  Ich
werde mich vielmehr mit dem Erkenntnistheoretiker Piaget beschäftigen,  ..’  [PAPERT
1985, 163]. ‘Der Piaget der Phasentheorie ist im wesentlichen konservativ, fast reakti‐
onär, wenn  er  hervorhebt, was Kinder  nicht  tun  können.  Ich  versuche,  einen  eher
revolutionären  Piaget  zu  enthüllen,  dessen  erkenntnistheoretische  Ideen  die  heute
bekannten  Grenzen  des  menschlichen  Geistes  ausdehnen  können.’  [a.a.O.,  164].





Mengenbildungsprozessen,  wie  es  Piaget  darstellt:  ‘...Piaget  to  argue  that
younger children do not possess a concpetual understanding of number and that any
number‐related activities such as counting, are  largely done by rote.’ [GEARY   1994,








Säuglingen  und  von  Tieren  sowie  neuropsychologische  Forschungen  zum
Zahlverständnis und zur Zahlverarbeitung zeigen, dass man Piagets Theorie
des  Zahlbegriffs  neu  denken  muss  und  seine  Experimente  mit  Kindern
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kritischer  Prüfung  nicht  standhalten:  ‘...  the standard number‐concept  tasks
developped  by  Piaget(1965)  underestimated  the  numerical  competencies  of  young
children.’ [GEARY a.a.O.]. So hat z.B. DEHAENE ein ganzes Kapitel der Kritik an




Aus  dem  Bereich  der  Neuropsychologie  werden  wahrscheinlich  zukünftig
auch die Impulse kommen, die mithelfen, eine neue Art von Mathematikun‐






Zahlen,  Relationen  und  Operationen  erworben  und  alles  ohne Curriculum,
ohne Anleitung, sondern einfach durch Handlungen und Erfahrungen in der
Umwelt. 





det,  z.B.  beim Würfelspiel,  in  einer Packung  Steckwürfel, usw.,  so dass die










handlungen  gearbeitet,  obwohl  Längendarstellungen  sofort  und  intuitiv
zugänglich wären.
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Größen werden als eigener Bereich gesehen, der nur bedingt mit Arithmetik
zu tun hat, wie man auch im neuen Bildungsplan nachlesen kann. Dort gibt es
eine  Leitidee  ‘Zahl’  und  eine  Leitidee  ‘Größen  und  Messen’,  aber  keine
Leitidee,  die  beide  Bereiche  direkt  verbindet,  wie  z.B.  in  den  Standards des
NCTM.
Längen haben per  se  eine  lineare,  sequentielle Anordnung. Referenz  ist die
Einheit,  bzw.  der  Schritt  als  Metapher,  auch  am  gezeichneten  Zahlenstrahl
und am mentalen Zahlenstrahl. 











reichen  die,  in  der  Grundschule  geschulten  kardinalen  Vorstellungen  nicht
mehr, da z.B. Bruchzahlen die Beziehung zwischen zwei Zahlen, dem Ganzen
und dem Bruchteil ausdrücken.  ‘Benötigt wird ein über die Kardinalzahl hinaus‐
gehendes  Verständnis  spätestens,  wenn  nicht‐kardinale  Zahlen  wie  Brüche  oder
negative Zahlen eingeführt werden....Eine  funktionale Einschränkung besteht darin,
daß man  Bruchzahlen  und  negative  Zahlen  nicht  zur  Ermittlung  der Anzahl  der
Elemente einer Menge heranziehen kann.’ [STERN  1998, 79]. Besonders im Bereich
multiplikativer Operationen müssen diese mengenfixierten Grundvorstellun‐
gen  bei  der  Zahlbereichserweiterung  z.  T.  radikal  verändert  werden  (vgl.
[RUWISCH 2002, 113f.]).
1.3 Der Zahlbegriff aus psychologischer Sicht
Die Begriffe  ‘mentale Modelle’,  ‘mentales Operieren’,  ‘mentaler Zahlenstrahl’
sind  zunächst  einmal  Begriffe  aus  der  psychologischen  Forschung.  Diese
werden aber auch in der Mathematikdidaktik gebraucht, um damit der direk‐
ten  Beobachtung  nicht  zugängliche  Prozesse  zu  umschreiben.  In  diesem








Die  neuropsychologische  Forschung  hat  in  den  letzten  Jahren  verschiedene
Modelle  des  Zahlbegriffserwerbs  hervorgebracht,  die  teilweise  noch  sehr
kontrovers diskutiert werden (siehe [V.ASTER 1996, 8ff.]; und [MACARUSO/SOKOL
1998,  201ff]).  Besonders  die  Forschung  an  Dyskalkuliepatienten,  bei  denen
bestimmte Hirnregionen ausgefallen sind, und die Messungen von Hirnakti‐
vitäten  mit  Hilfe  der  Computertomographie  zeigen,  dass  Zahlverarbeitung
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Das erste umfassende neuropsychologische Modell des Rechnens wurde von
MCCLOSKEY, CARAMAZZA und BASILI [1985] präsentiert.
Es  beschreibt  funktionell  voneinander  unabhängige  Mechanismen,  auch
Module  genannt,  der  auffassenden  und  der  ausführenden  Zahlenverarbei‐
tung (numeral comprehension and production mechanisms).





formen  zu  und  übersetzen  diese  in  eine  entsprechende  vermittelbare
Zahleninformation.
Innerhalb  der  auffassenden  und  ausführenden  Module  unterscheidet  das
Modell Komponenten für die Verarbeitung von Zahlen in Wortform (dreiund‐
zwanzig) und  in Form  arabischer Ziffern  (23)  sowie darüber hinaus  jeweils
lexikalische  und  syntaktische  Prozessoren.  Lexikalische  Prozessoren  unter‐
scheiden  zwischen  phonologischen  ([’drai’])  und  graphemischen  Verarbei‐










prozessen,  den  kognitiven  Prozessen  des  Rechnens  und  den
Ausgabeprozessen.
Kritisiert  wurde  diese  Modellvorstellung  insbesondere  hinsichtlich  des
Postulats der obligatorischen zentralen semantischen Repräsentationsform als
Voraussetzung  für Zahlenproduktion  und Rechnen. Außerdem  formulieren
MACARUSO/SOKOL[1998,  209ff.]  eine  ganze  Reihe  von  Fragen,  die  bei  diesem
Modell noch offen bleiben:
 Es  wird  keine  Unterscheidung  zwischen  dem  Rechnen  und  Schätzen
gemacht.
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 Es ist nicht genügend klar, in wie weit sich Defizite im Arbeitsgedächtnis
auf die einzelnen Module auswirken.






genutzt  werden,  es  ist  aber  nicht  klar,  wie  sie  im  Langzeitgedächtnis
gespeichert wurden.
Konsens  ist, dass  es  sprachliche Repräsentationen und Repräsentationen  für
arabische  Zahlen  gibt.  Beide  Repräsentationen  sind  aber  kulturabhängig
(Leserichtung, ...). Es gibt sogar Autoren, die noch weiter gehen und individu‐
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BUTTERWORTH  [1999,  208]    berücksichtigt  in  seinem  Modell  zusätzlich  die
Randbedingungen  der  Wahrnehmung  und  Produktion  von  Zahlen  und
Zahlwörtern.  Die  Verarbeitungsmechanismen  entsprechen  weitgehend  dem
Modell von McClosky. Die verschiedenen Eingabe‐ und Ausgabekanäle sowie




dekodiert  und  transkodiert,  also  in  eine  der  anderen  beiden  möglichen
Formen  umgewandelt.  Zahlverarbeitungsprozesse  setzen  ein,  wenn  z.B.




diesem  Modell  ist  nicht  haltbar.  Wenn  Zahlen  als  solche  erkannt  werden,
dann werden sofort auch Konzepte, Kontextwissen und Wissen über mögliche
Operationen  zu  diesen  Zahlen  aktiviert.  Transcodierungsprozesse  und
Zahlverarbeitungsprozesse  laufen  sicher  nicht  parallel  zueinander,  sondern





wissen  ist  sicher  im Langzeitgedächtnis gespeichert und muss von dort  ins




Die  bisher  erwähnten  Modelle  berücksichtigen  einseitig  die  syntaktischen
Prozesse  der  Zahlenverarbeitung  und  des  Rechnens.  Wie  schon  erwähnt
werden  zahlensemantische  Aspekte,  die  sich  in  Fähigkeiten  wie  dem
Schätzen, dem Vergleichen oder dem Beurteilen von Beziehungen zwischen
Zahlen  und Mengen  zeigen,  zu wenig  oder  gar  nicht  beachtet. Genau  dies
wird im Modell von DEHAENE [1992]  korrigiert. 
Die drei Module in diesem Modell  sind Repräsentationsebenen, die miteinan‐
der  verschaltet  sind  und  über  spezifische  Input‐  und  Outputmechanismen
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verfügen. Informationen über Zahlen werden entsprechend ihrer Repräsenta‐








Arabische Zahlen Zahlen in Wortform










repräsentiert. Diese Zahlen  in Wortform  können über das Hören  oder über
das  Lesen  aufgenommen  und  über  Sprechen  oder  Schreiben  ausgeben
werden. Dieses Modul wird beim Kopfrechnen, beim Speichern und Abrufen
von  Faktenwissen  über  Zahlen  sowie  beim  Zählen  aktiviert,  also  bei  allen
Prozessen, die nicht speziell an arabische Ziffern gebunden sind.
Das zweite Modul, ‘visual arabic number form’ (Visuell‐arabische Repräsenta‐
tion),  wird  beim  Operieren  mit  mehrstelligen  Zahlen,  bei  der  schnellen
Entscheidung, ob eine Zahl ungerade oder gerade  ist, kurz gesagt, bei allen
Operationen  im arabischen Stellenwertsystem benötigt. Die Repräsentations‐
form  dieses  Moduls  ist  an  die  arabische  Ziffernschreibweise  gebunden.  In
diesem Modul werden Zahlen durch Lesen aufgenommen und durch Schrei‐
ben ausgegeben. 
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wird. Hier  ist die  größen‐ und  auch mengenmäßige Bedeutung des  gespei‐
cherten Zahlenwissens angelegt. Das Modul ermöglicht das Vergleichen von
Anzahlen  über  die  internen  Zahlengrößen  sowie  Überschlagsrechnungen.
Diese Vorgänge werden über Subitising  (visuelles Erfassen einer Anzahl auf
einen Blick,  siehe auch 1.3.2) und über Schätzprozesse  in Gang gebracht.  In





zens  erhalten  blieben,  die  dieser  semantischen  Verarbeitungseinheit
zugeschrieben werden. Sie konnten zum Beispiel  richtig entscheiden, ob ein
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schiedliche  Areale  des  Gehirns  beteiligt  sind,  insbesonders  immer  auch




Repräsentationsmodul.  Über  eine  auditiv‐sprachliche  Repräsentationsform,
als  Teil  der  sprachverarbeitenden  Hirnregionen,  verfügt  ausschliesslich  die
linke Hirnhälfte. Da  fast  alle  Funktionen  doppelt  angelegt  sind,  könnte  ein
Ausfall der rechten Hemisphäre diesem Modell zufolge weitestgehend durch
die  linke  Hemisphäre  kompensiert  werden.  Defizite  könnten  höchstens  im
Bereich der semantischen Zahlenverarbeitung durch das analoge Repräsenta‐
tionsmodul  spürbar  werden.  Ausfälle  im  Bereich  der  linken  Hemisphäre
dagegen  würden,  insbesonders  was  die  sprachabhängigen  Funktionen,  wie
z.B  algebraisches  Wissen,  Zahlensätze  des  Einmaleins,  usw...  betrifft,  zu
schwerwiegenden und kaum kompensierbaren Funktionseinbußen führen. 
Das Modell von Dehaene muss sicher noch weiter ausdifferenziert und verfei‐
nert  werden,  bevor  man  individuelle  Aussagen  über  das  Zahlenlernen
machen kann. Dies zeigt auch V.ASTER [1996, 12], der CAMPELL [1994] referiert:
‘Campbell  (1994)  schliesslich  kritisiert  die  referierten  Modelle  hinsichtlich  ihrer
Annahmen  über  die  abstrakten  Repräsentationsmodi  sowie  die  formatunabhängige
Speicherung von Faktenwissen. Die Autorin konnte zum Beispiel aufzeigen, dass das
Darbietungsformat  von  einfachen  Additions‐  und  Multiplikationsaufgaben
(mündlich,  schriftlich, Ziffernform, Wortform) durchaus  einen Einfluss  auf die Art





len  Lemgeschichte  und  von Merkmalen  der Aufgabe  bedarfsweise  aktiviert werden
(‘Network‐lnterferenceModell‘).’










seits  Abzählstrategien  überwunden  werden  müssten,  um  zum  ‘denkenden
Rechnen’  zu  gelangen.  ‘Zählendes  Rechnen  unterstützt  nicht  den  Aufbau  eines
numerischen Netzwerkes, in dem alle Einzelaufgaben in ein bedeutungshaltiges Bezie‐
hungsgeflecht  eingebettet  sind  ‐  es  bleibt  bei  isolierten  Einzelfakten.’  [a.a.O.  91].
Auch LORENZ sieht dieses Problem: ‘Nahezu alle Grundschüler mit Lernschwierig‐
keiten im Mathematikunterricht werden im Laufe des 1. Schuljahrs zählende Rechner,
sie  verfestigen  diese  Strategie,  und  ohne  individuelle  Förderung  bleiben  Sie  über
mehrere Schuljahre ‘Zähler’....’ [1993c, 116ff.]. Individuelle Förderung ist aber in
der  tradierten  Form  von  Unterricht,  im  Klassenunterricht,  kaum  möglich.
Folglich  werden  die  Kinder  dazu  gedrängt,  ohne  Zählen  zu  rechnen  oder
heimlich zu zählen, damit sie schnell diese ‘zählende Vorstufe des Rechnens’
überwinden und zum richtigen Rechnen, zum ‘denkenden Rechnen’ kommen.
Beides  produziert  Fehler  und  trägt  nicht  zur  Überwindung  des  zählenden
Rechnens bei. Wahrscheinlich sind die Zählstrategien dieser Problem‐Kinder
noch  eher  primitiv  und  nicht  weit  genug  entwickelt,  so  dass  sich  der
Übergang zu anderen Strategien vollziehen kann. Es könnte aber auch  sein,
dass diese Kinder vor  ihrer Schulzeit  zu wenig Zählanlässe hatten, dass  sie
also mit zuwenig Zählfertigkeiten in die Grundschule kamen und nun die Zeit






‘...  random patterns of dots were  flashed on a screen  for 1/5 of a  second. Anywhere
from 1 to more than 200 dots could appear  in the pattern. The subjectʹs task was to
report how many dots  there were. The  first point  to note  is  that on patterns contai‐
ning up to five or six dots the subjects simply did not make errors. The performance
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ten.  GELMAN/GALLISTEL  [1992,  66ff.]  beschreiben  ‘Subitizing’  als  einen  sehr
schnellen,  sprachfreien  Abzählvorgang  auf  Mengen  bis  zu  fünf  Elementen.
DEHAENE  [1999,  84ff.]  dagegen  ist  der  Auffassung,  dass  alle  Objekte  bis  zu
einer  Anzahl  von  drei  gleichzeitig  wahrgenommen  werden,  ohne  sie  zu
zählen.  Er  belegt  dies  mit  einer  Studie  an  hirngeschädigten  Erwachsenen.
Diese  versagten  vollständig  beim Abzählen  von Mengen mit mehr  als  drei
Objekten,  machten  aber  kaum  Fehler  bei  Mengen  von  drei  und  weniger
Objekten,  deshalb  müssen  hier  unterschiedliche  Mechanismen  aktiviert
worden  sein:  spontane Anzahlerfassung und Zählen. FISCHER  [1992]  referiert
eine Reihe verschiedener Untersuchungen, die alle belegen, dass für Vorschul‐
kinder  die  Grenze  der  Spontanerkennung  bei  drei  Objekten  liegt.  Ältere
Kinder  und  Erwachsene  können  aber  auch  vier  und  fünf  Objekte  spontan
erkennen, wenn  die Mengen  entsprechend  strukturiert  und  die Muster  gut
bekannt sind. ’The definition of subitizing can be extended to include recognition of





fashion.’  [a.a.O.,  208].  Es  scheint  also  so,  als  ob  ‘Subitizing’  grundsätzlich
angeboren  ist, aber durch Lernen verbessert werden kann. Falls Kinder also
häufig mit Punktmustern wie z.B. auf dem Würfel zu tun haben, dann erken‐
nen  sie  die  Anzahl  sofort  und  unmittelbar.  Genauso  geht  es  dem
Kartenspieler, der seine Spielkarten häufig gebraucht. Er sieht mit einem Blick
ob  es  sich  bei  der  Karte  um  eine  Sieben,  Acht  oder  Neun  handelt,  ohne
darüber nachdenken oder gar die Symbole abzählen zu müssen.
Diese Fähigkeiten zur Wahrnehmung kleiner Anzahlen findet man schon bei
Säuglingen  im Alter von 6‐7 Monaten wie WYNN  [1992] nachweist.  ‘... Infants
as young as 5 months of age are sensitive  to numerical relationships between small
numbers and able to compute the results of simple numerical operations’ [a.a.O., 17].
Auch bei Tieren  findet man diesen angeborenen Zahlensinn  (vgl.  [DEHAENE   
1999,  24ff.]),  den  wir  Menschen  dann  kultivieren  und  aufgrund  unserer
Sprachfähigkeiten weiterentwickeln können. ‘Im wesentlichen spielt der Zahlen‐
sinn, den wir im Lauf unserer Evolution erworben haben, wohl die Rolle eines Keims,
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in dem die Möglichkeit der Entwicklung höherer mathematischer Fähigkeiten schlum‐





DEHAENE  [1999]  gliedert  sein  Buch  zum Zahlensinn  in  drei  große  Teile:  der











Anzahlen  zu  unterschätzen,  bei  gleichmäßiger Verteilung  überschätzen wir
Anzahlen  (vgl.  [DEHAENE  1999,  86f.]).  Die  Trefferquote  beim  Schätzen  kann
man  deutlich  verbessern,  wenn  man  einmal  eine  Bezugsmenge  genau
bestimmt  hat.  Trotzdem  folgt  die  Genauigkeit  beim  Schätzen  derselben
Gesetzmäßigkeit wie  man sie bei Tieren beobachten kann. Andererseits gehen
aber unsere Fähigkeiten im Umgang mit Zahlen weit über deren Fähigkeiten
hinaus,  ‘denn  wir  unterscheiden  uns  ja  offensichtlich  von  anderen  Tieren  durch




















en.  Weiter  muss  man  daraus  folgern,  dass  ein  zu  früher  Wechsel  von
Materialhandlungen,  z.B.  mit  dem  Mehrsystemmaterial,  zu  rein  formalen
Aktivitäten, z.B. in der Stellentafel, das Kind in ein Vakuum stößt. Es hat keine
Bezugspunkte mehr, um Größen‐ bzw. Mengenvorstellungen und reichhaltige
Verknüpfungen  zu  schon  bekannten  ‘Zahlengrößen’  anzulegen.  Zahlen
werden dann wirklich abstrakt und damit unverständlich und unbrauchbar.
Ziffern  und  Zahlen  müssen  also  Bedeutung  bekommen,  durch  die  interne
mentale Repräsentation als numerische Größe.  ‘Es  ist praktisch unmöglich, die
Form der Ziffer 5 zu sehen, ohne sie nahezu augenblicklich in die numerische Größe
fünf umzuwandeln,  selbst wenn  uns  diese Übersetzung  in  dem  jeweiligen Zusam‐
menhang  keinerlei Nutzen  bringt.’  [a.a.O., 94]. Dehaene  spricht hier  sogar von








 Die  stabile,  wiederholbare  Reihenfolge  der  Zählwörter  (Stable‐Order
Principle).
 Das  Kardinalitätsprinzip,  die  zuletzt  genannte  Zahl  des  Zählvorgangs
bestimmt  die  Anzahl  der  Elemente  der  ausgezählten  Menge  (Cardinal
Principle).





Kindern  grundsätzlich  zur  Verfügung  stehen,  also  angeboren  sind
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(‘principles‐first‐theory’), gehen andere, wie z.B. WYNN [1998, 22ff.], BAROODY
[1992a,  100ff.]  oder MOSEROPITZ  [2001,  66ff.]  davon  aus,  dass  die  Prinzipien
nicht alle angeboren  sein können,  sondern zum Teil während  ihrer Anwen‐
dung  erlernt  werden  (‘principles‐after‐theory).  Genannt  werden  hier  vor
allem das Kardinalitätsprinzip und das Prinzip der stabilen Reihenfolge, die
beide mit der Sprachentwicklung zusammenhängen. 
Die  große  Bedeutung  der    Sprache  beim  Zählenlernen  wird  im  folgenden
kurzen Vergleich zwischen deutschen und chinesischen Zahlwörtern deutlich.
Die chinesischen Zahlwörter sind alle einsilbig, sie sind kurz (z.B. sieben ‐> qi)
und  die  Syntax  der  Zahlbildung  ist  eindeutig  (z.B.  ‘zwölf’  ‐>  ‘shi  er’  ‐>









 Grouping  capacitiy:  Die  Fähigkeit,  diskrete  Objekte  durch  Anfassen,





 Pairing  capacity:  Innerhalb der Sequenz Paare aus Zahlwort und Objekt
bilden können (s.o. One‐One Principle).
 Memory  capacity:  Sich  merken  können,  welche  Zahlwörter,  Finger  und
Objekte schon gezählt sind.




Bei  größeren  Mengen  und  um  den  Übergang  zu  Operationen  zu  schaffen,
braucht man zusätzlich noch folgende Fähigkeiten:
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 Combinatorial‐grouping  capacity: Einzelobjekte  zu  größeren  Einheiten
zusammenfassen können, z.B. Objektpaare und Zahlwörterpaare.
 Symbolizing  capacity:  Fähig  sein,  arabische  Ziffern  oder  Zahlwörter  mit
‘Zahlengrößen’, dem Konzept Zahl, zu verbinden und umgekehrt.
 Metaphorizing  capacity: Fähig  sein, Kardinalzahlen und Operationen mit
eigenen  Erfahrungen  zu  verbinden,  z.B.  mit  der  Bewegungsmetapher,
mit Längen, dem Teil‐Ganzes Schema usw.  
 Conceptual‐blending  capacity:  Fähig  sein,  Zusammenhänge  zwischen
verschiedenen  Erfahrungsbereichen,  Konzepten  und  Metaphern  herzu‐











Die  Zahlwortreihe  selbst  wird  nach  und  nach  immer  sicherer  und  immer








zeit  immer  mehr  zu  einem  Zählen,  das  kardinales  Verständnis  beinhaltet.
Wenn Kinder  im Alter von ca. vier  Jahren  schließlich über das Kardinalität‐
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 weiterzählen  ab  der  ersten  Zahl  (‘counting on from  the  first  number’),
verkürzt bezeichnet als ‘first’.
 weiterzählen ab der größeren Zahl  (‘counting on  from  the  larger number’),
kurz bezeichnet als ‘min’‐ Strategie.
Diese Strategien  setzen  schon  entwickelte Zählfertigkeiten und Wissen über
Zahlen (kardinales Wissen) sowie prozedurales Wissen (z.B. Kommutativität)
voraus.  ‘The most  sophisticated,  counting  on  from  the  larger  ‐  or min  ‐ procedure
requires not only an understanding of how the cardinal value of the addends can be
used to make verbal counting more efficient but also an understanding that the order
with which numbers are added  together does not affect  the result.’  [a.a.O., 53]. Die










Im Laufe der Zeit  erhalten die Zählzahlen  aber  selbst kardinale Bedeutung,
die Zählzahl ‘vier’ wird automatisch auch als Kardinalzahl 4 verstanden. Man
braucht  folglich  den  ersten  Summanden  nicht  mehr  auszuzählen  sondern
kann  dem  ersten  Element  des  zweiten  Summanden  die  nächsten  Zählzahl
zuordnen und sich dennoch sicher sein, dass man alle Elemente berücksichtigt
hat. Die Zahlen der Zahlwortreihe sind jetzt Zählzahlen mit gleichzeitig kardi‐
naler  Bedeutung,  sie werden  zur  kardinalen Zählfolge. Nach Dehaene  (s.o.
1.3.1)  entspricht  dieser  kardinalen  Zählfolge  aber  gleichzeitig  intern  die
analoge Repräsentation der Zahlengrößen.
Damit  sind  auf  der  Stufe  der  bidirektionalen Zahlwortkette,  auf  der  echtes
numerisches  Zählen  möglich  ist,  alle  drei  grundlegenden  Zahlaspekte,  der
Ordinalzahlaspekt,  der  Kardinalzahlaspekt  und  auch  der  Größenaspekt,
integriert.
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Struktur der Konzepte innerhalb der Reihe und Zusammen-




























folgen des 2. Summanden)




















Das Zählen von Objekten
liefert die Kardinalzahl




Die Summanden sind ein-
gebettet ins Abzählen der
Die Zählwörter selbst werden
zu kardinalen Einheiten; eine
Verbindung zwischen dem 2.
Summanden und einer anderen
Repräsentation des 2. Sum-
manden wird erzeugt.
Die Summanden sind ein-
gebettet.




existieren außerhalb von und














Jede Zahl mit all ihren Zerlegungen kennen






+- 1 +- 1=
5 + 7 = 12
weil
6 + 6 = 12
7 + 6 = 12 + 1 = 13
weil
6 + 6 = 12
Anm.: Ein Rechteck verweist auf Bedeutungen die integriert sind. Ein alleinstehendes Zahlwort hat Zähl-Bedeutung









eine Ziffer verweist auf eine integrierte kardinale Einheit - die Zahl ist Zählzahl und zugleich Kardinalzahl.
Abb. 1.13: Niveaus beim Zählenlernen n. Fuson, übersetzt v. Autor





Zählfertigkeiten  in  neue  Zahlenräume,  bis  20,  bis  30,  ...  bis  100,  ...  (vgl.
[SELTER/SPIEGEL  1997,  47‐50]). Zählen  ist  aber  immer noch die Hauptstrategie
um Aufgaben  zu  lösen, d.h. Operationen durchzuführen. GEARY  [1994  ,143]
berichtet von  einer Untersuchung mit  Schülern der  ersten Klasse, die  zeigt,
dass die Zählfertigkeiten Einfluss darauf haben, ob Kinder geschickte Strate‐
gien zum Lösen von Additionsaufgaben auswählen oder nicht.




facts  can  then  serve  as  the  basis  for  solving  other  additional  problems.’  [a.a.O.].
V.ASTER  beschreibt  sehr  anschaulich,  wie  dieses  Faktenabrufen  aus  den
Zählstrategien  hervorgeht:  ‘Auf  diese Weise wird  ein  ‘arithmetisches Netzwerk’
aufgebaut,  in dem Aufgaben und Lösungen  im Bereich bis 20 gespeichert  sind und
abgerufen werden  können. Zähl‐  und Abrufstrategien  konkurrieren miteinander  in
Abhängigkeit von der Schwierigkeit der Aufgabe. Von Versuch zu Versuch wächst die





Schließlich  werden  die  Aufgabenlösungen  als  reine  Fakten,  losgelöst  vom
Zählen,  aus  dem  Gedächtnis  abgerufen.  ‘Here  Children  quickly  produce  the
answer, without overt signs of counting, and state that they just ‘knew it’ ‘know it by
heart’ or ‘remembered’.’ [GEARY 1994, 55]. Die Zählstrategien im Zahlenraum bis
20  verlieren  immer mehr  an  Bedeutung,  je  häufiger  die Aufgabenlösungen
über  Faktenwissen  abgerufen  werden.  Leider  erreichen  nicht  alle  Kinder
dieses Stadium, was verschiedene Ursachen haben kann:
Zu viele neue Konzepte werden in zu kurzer Zeit vermittelt:
  ‘...school mathematics  attempts  to  convey  a  great number  of  procedures  and
concepts  in a  relatively brief  time,  so  children have  far  fewer  opportunities  to
observe  or  practice  the  relevant  concepts  and  procedures.’
[RITTLE‐JOHNSON/SIEGLER 1998, 107].




Studien,  die  zeigen,  dass  Kinder  mit  Mathematikschwächen  (MD)
langsamer  zählen,  aber  auch  bei  der  Auswahl  von  Lösungsstrategien
langsamer sind und nicht sehr effektive Strategien wählen. ‘In fact, even if
speed‐of‐processing differences exist  for some operations, the  ‘mental slowness’
of many MD  children  appears  to be  related,  to  a  large  extend,  to  their use  of





Unterricht  auch nicht  thematisiert, da Kinder  ja nicht  zählend  rechnen
sollen. Damit dauern Zählvorgänge viel zu lange und brauchen zu viele
mentale Ressourcen, so dass Faktenwissen nicht aufgebaut werden kann.
Die  Assoziation  Lösung  ‐  Aufgabe  kommt  nicht  zustande,  da  die
Aufgabe  schon  im  Arbeitsgedächtnis  verblasst  ist,  wenn  die  Lösung
gefunden wird (zum Kurzzeitgedächtnis vgl. [BUTTERWORTH 2001, 175ff.]).
Da das Kind  für  jeden Zählschritt  ca.  400 ms  braucht  (siehe  [DEHAENE
1999, 145]), benötigt es zur Lösung der Aufgabe  2+8  beim ‘counting‐all’‐




nis  abgerufen werden.  ‘On  the  addition  task,  the MD  children  committed
more than twice as many counting‐procedure errors as did the normal children
and  were  more  likely  to  use  the  counting‐all,  instead  of  the  counting‐on,
procedure.The MD children also retrieved  fewer  facts  from memory, and when
they did  remember an answer,  it was more  likely  to be wrong  than not  (66%
error rate)’ [GEARY 1994, 165].
Sprachliche Probleme 
Menschen  zählen  üblicherweise  mental  in  ihrer  Muttersprache.  Wenn
nun Aufgaben gerechnet werden, müssen bei nicht deutsch sprechenden
Kindern  zusätzlich  noch  verschiedene  Übersetzungsprozesse  ablaufen,
diese Kinder sind also benachteiligt (vgl [V.ASTER 1999, 19]).














eine  Rolle  spielen:  ‘Zahlen  existieren  im  kindlichen  Denken  unter  anderem  als




die  räumliche  Anordnung  einen Rolle.  ‘Numbers  do  not  just  evoke  a  sense  of











Vorstellung  verbreitet,  wie  DEHAENE    unter  Hinweis  auf  deren  Biographien
scherzhaft  bemerkt:  ‘...kann man  sich  des Gedankens  nicht  erwehren,  daß  einige




zwei  möglichen  Realisierungen  des  Zahlenstrahls,  eine  Vermischung  von
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zwei Konzepten, dem Konzept der Zahl und dem Konzept des Punktes. Diese
Metapher beschreibt den Zahlenstrahl mit dem Verbundkonzept  ‘Zahlen als




Dieses Verbundkonzept  aus Zahl,  Punktvorstellung  und  Längenrepräsenta‐
tion auf einer Gerade  führt aber auch zu Verständnisproblemen. Zu Schwie‐
rigkeiten  beim  Umgang  mit  dem  Zahlenstrahl  schreibt  LORENZ:  ‘Für  das
Verständnis ist ein sicheres Unterscheiden zwischen den Aspekten der Kardinal‐, der





schen  Zahlenstrahl  sondern  um  den  inneren  mentalen  Zahlenstrahl,  also
dieses  Modul  der  Zahlverarbeitung,  das  die  ‘analoge  Repräsentation  der
Zahlengrößen’ (s.o. Modell DEAHENE Abb. 1.11) sicherstellt.
Der mentale Zahlenstrahl ‐ Eigenschaften
Als  mentaler  Zahlenstrahl  wird  die  interne  analoge  Repräsentation  von
numerischen  Größen  bezeichnet,  die  uns,  zusammen  mit  der  angeborenen
Fähigkeit zum Anzahlerfassen, hilft, Zahlen zu vergleichen, Mengen ungefähr




Zahl  und Raum  führt  zu  einem  einfachen,  aber  bemerkenswert  guten Bild  für  die
mentale  Repräsentation  numerischer  Größen  in  unserem  Gehirn,  nämlich  zum
Zahlenstrahl. Es ist, als ob Zahlen im Geist alle auf einer Geraden aufgereiht wären,
wobei jeder Ort einer bestimmten Größe entspricht. [a.a.O., 98].
Die  mentale  Repräsentation  hat  natürlich  ähnliche  Eigenschaften  wie  der
mathematische Zahlenstrahl  (vgl.  [DEHAENE  1999,  98]).  Sie  beginnt  links mit
der  Zahl  Eins  oder  mit  Null,  große  Zahlen  sind  ganz  rechts.  Benachbarte
Zahlen  sind  auf  benachbarten  Punkten  dieses  Strahls  angeordnet,  wie  der
Distanzeffekt [a.a.O., 91] zeigt. Der Strahl selbst ist aber kein statisches Bild, er
wird  dynamisch  verändert,  angepasst  an  den  jeweiligen  Zahlenraum.  Die
absolute Größe von Zahlen spielt keine Rolle, sondern nur die Größe relativ















hende Mittelalter  gebräuchlich.  BUTTERWORTH  [1999,  249]  vermutet,  dass  vor
allem der Gebrauch der Finger beim Zählen ganz  eng mit der numerischen







keiten  auf, wie  zum  Beispiel  die  Tendenz,  dass  die Distanz  zwischen  zwei
Zahlen im Bereich 0 bis 20, z.B. zwischen 15 und 18, subjektiv viel grösser ist
als die objektiv gleiche Distanz im Bereich grösserer Zahlen, wie z.B. zwischen
531  und  534.  Zahlenraumvorstellungen  weisen  also  eine  zunehmende
Kompression bei grösser werdenden Zahlen auf  (Weber‐Fechner‐Gesetz), sie
nähern  sich  einer  exponentiellen  Folge  an.  Das  hat  auch  zur  Folge,  dass
genaue große Zahlen, wie z.B. 10234, die ja ungenauer repräsentiert sind, weil
sie  seltener  gebraucht  werden  als  kleine,  eher  durch  runde  Zahlen,  also
Näherungen ‐ in diesem Beispiel 10000 ‐ ausgedrückt werden.





1       9   wird schneller größenmäßig beurteilt als   1        9  , weil bei   1        9   ein
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kognitiver  Konflikt  zwischen  der  internen  Zahlvorstellung (1  <  9)  und  der
Präsentierung (das Bild 1    ist größer als das Bild   9 ) besteht. Dies zeigt, dass
die Deutung der Zahlzeichen  automatisch  erfolgt und dass mit den Ziffern




SOUVIGNIER  [2000,  30ff.]  referiert  verschiedene  Ansätze  zur  Gedächtnisfor‐
schung  (Paivio, Baddeley, Kulhavy/Lee/Caterino, u.a.) die alle davon ausge‐















1999, 334ff.]). Nach STERN  [1998, 30]  sind mentale Modelle  ‘nicht Abbilder der
Realität, sondern als auf das Handlungsziel bezogene Ausschnitte aus der Realität zu
verstehen.’.  Das  bedeutet,  dass  auch  der  mentale  Zahlenstrahl  den  Kontext
abbildet. Die Zahlengrößen  im Modul der  analogen Repräsentation werden
passend zum Kontext um prozedurales und Faktenwissen ergänzt. So entsteht
im  Arbeitsgedächtnis  ein  funktionales  mentales  Modell,  auf  dem  operiert
werden kann. 
Zählen,  das  schrittweise  Vorwärtsgehen  nach  rechts  auf  dem  mentalen
Zahlenstrahl,  ist  eine  sehr  einfache  Form  des  mentalen  Operierens.  Das
Ausnutzen von Nachbarschaftsbeziehungen zwischen Zahlen, z.B. statt 9 + 6
rechnet  man  10  +  5,  oder  das  Umkehren  der  Operation  und  damit  der
Bewegung auf dem mentalen Zahlenstrahl in die gewohnte links‐rechts Orien‐
tierung  ‐  statt  17  ‐  12  =  __    rechnet man  lieber  12  +  __  =  17    ‐  sind  schon
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kompliziertere mentale Operationen. Die gute Koordination der Module zur
Zahlverarbeitung zeigt  sich auch darin, dass die Repräsentation von Zahlen
gewechselt werden  kann. Eine Zahl wird  als  arabische Ziffernfolge  erkannt
und gleichzeitig können der Name reproduziert sowie Angaben zum größen‐
mäßigen Kontext der Zahl (Nachbarzahlen usw...) gemacht werden. Optimal
gelingt  mentales  Operieren  wenn  die  Zahlvorstellung  oder  besser  Number
Sense voll entwickelt ist: ‘Number sense is difficult to define but easy to recognize.








about  the general properties  of  a numerical problem  or  expression  ‐‐ without doing
any  precise  computation.’  [Gersten/Chard 1999,].  Number  Sense  ermöglicht  die
Koordination  der  Module  der  Zahlverarbeitung  mit  dem  Arbeits‐  und
Langzeitgedächtnis, wobei das  sprachverarbeitende Modul   und das Modul
für die visuell‐arabische Repräsentation den syntaktischen Teil der Zahlverar‐
beitung  repräsentieren, während das Modul  für die Zahlengrößen  eher den
semantischen Bereich beim Umgang mit Zahlen abdeckt. Gleichzeitig können
in  diesem Modul  aber  auch  die  angewandten Regeln  und  die Operationen
repräsentiert werden, z.B. 4 halbiert  ist 2, 4 verdoppelt  ist 8, also muss 8 das
Vierfache von 2 sein.




der Teile machen  sollten. Die dabei  sukzessive  abgearbeiteten Vorstellungs‐
ketten werden als mentale Animation bezeichnet.  ‘Die mentale Animation hat
visuell  räumlichen  Charakter,  d.h.  es  werden  Gedächtnisressourcen  des  visuell
räumlichen  Notizblocks  beansprucht.’  [a.a.O.,  43].  Die  Animationen  wurden
immer sequentiell durchgeführt. Personen mit niedrigen räumlichen Fähigkei‐
ten machten mehr Fehler bei einer hohen Belastung des Arbeitsgedächtnisses,
was  auf  eine  ineffiziente  Verarbeitung  der  visuell‐räumlichen  Information
hinweist. Es könnte aber auch sein, dass diese Personen einfach nicht so gut
auf  Fakten  zugreifen  können,  die  ja  gebraucht  werden,  um  das  Modell  zu
animieren.  Dies  wurde  aber  nicht  untersucht.  Aus  dem  Bereich  der
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Mathematik gibt es eine Untersuchung von STIGLER [1984] zum Gebrauch eines
mentalen  Abakus  (‘mental  abacus’).  Dabei  zeigte  es  sich,  dass  viel  Training
nötig war, bis die Personen  ein mentales Bild des Abakus aufgebaut hatten
und  dann  damit,  durch  mentale  Manipulation  der  Kugeln,  einfache  und
komplexe  Berechnungen  durchführen  konnten.  Bei  komplexen Rechnungen
war aber die Aktivierung von Faktenwissen ausschlaggebend  für den Erfolg
und nicht ‘mental Operieren’ können. Mentale Modelle und mentales Operie‐
ren  sind  bei  einfachen Operationen denkbar,  bei  komplexeren dagegen  nur
mit großem Aufwand möglich und evtl. auch nicht mehr nötig.
Nun  darf  man  sich  die  gespeicherten  Vorstellungsbilder  aber  nicht  wie  in
einer Bildergalerie vorstellen, durch die man sich bewegt und dabei die Bilder





damit arbeiten,  jeweils neu konstruiert werden.    ‘In this context  it  is  important










nate  it  to  create  a  new  ‘form’,  a  new  structure;  and  any  such  structure  can  be
consciously conceptualized and associated with a symbol’ [v. GLASERSFELD 1991, 63].





können, kann  es  zu  Störungen bei der Automatisierung von  arithmetischen
Operationen  kommen.  Die  Ablösung  vom  zählenden  Rechnen  geht  schief.
‘When first learning to count and with early arithmetic, children often use manipula‐
tives,  or  fingers,  to  represent  the  sets  to  be  counted  or  added/subtracted...  These
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visuospatial representations of number sets help children to understand the task and
regulate their own performance (e.g. keep track of the counting). It is therefore reaso‐
nable  to  expect  that  visuospatial  deficits  in  preschool  children might  have  a more













einerseits genau und  sprachlich und  anderseits ungefähr und  räumlich
abstrakt. Beide Bereiche sind wichtig für einen guten Zahlbegriff, deshalb
sollte nicht nur algorithmisches Rechnen, sondern genauso auch Schätzen
und  Rechnen  mit  gerundeten  Zahlen  im  Unterricht  gepflegt  werden.
Genaues,  algorithmisches  Rechnen  muss  erlernt  werden  und  ist  sehr
aufwändig, während Schätzen oder ungefähres Rechnen z.T. angeboren
ist.  Mathematische  Regeln  müssen  auf  konkrete  Beispiele  angewendet
werden  und  nicht  nur  rein  sprachlich  gelernt  werden  ([DEHAENE  1999,
163ff.]: Die Rolle der Schule).
 Das Auswendigwissen von Zahlensätzchen des kleinen Einspluseins und
Einmaleins  ist  im  eigentlichen  Sinn keine mathematische,  sondern  eine
sprachliche  Leistung,  genau wie  das Auswendiglernen  von mehr  oder
weniger  unsinnigen  Gedichten,  die  aber  Kapazitäten  freimacht  für
weitergehende Entdeckungen im Zusammenhang mit den Rechenaufga‐
ben. Ein Kind das nur mit Mühe, durch Zählen Einspluseins‐Aufgaben
lösen  kann,  ist  in  seinem  Tun  so  gefangen,  dass  es  z.B.  kommutative
Zusammenhänge zwischen einzelnen Aufgaben gar nicht erkennen kann
(vgl. [DEHAENE 1999, 148ff.]: Das Einmaleins: ein unnatürliches Verfahren).
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 Das Erlernen des arabischen Zahlsystems zu Beginn der Schulzeit kann
man  mit  dem  Erlernen  einer  Sprache  vergleichen.  Im  Gegensatz  zum





und  grammatikalischen  Regeln.  Die  Kinder  müssen  außerdem  die
Übersetzung  aus  der  einen Zahlensprache  in  die  andere  erlernen  (vgl.
[DEHAENE 1999, 121ff.]: Was das Deutschsprechen kostet).
 Mathematik  treiben  ist eher ein Spiel mit Zahlen als das Auswendigler‐
nen von Regeln und Gesetzen. Durch die Vernetzung der verschiedenen
Repräsentationsformen  entstehen  vernetzte  numerische  Fakten.  Mit
steigender  Vernetzung  erkennt  man  die  Strukturen  einer  mathemati‐
schen Welt, die  einem dann  nicht mehr  fremd  ist  (vgl.  [DEHAENE  1999,
170ff.]: Ein Zoo von Zahlen und Die Landschaft der Zahlen).












Hier  könnte  man  mit  vorschulischen  Aktivitäten,  gekoppelt  an  die
Sprachförderung im Kindergarten, unterstützend arbeiten. 
 Durch die Minderbewertung des zählenden Rechnens wird Zählen in der
Grundschule  nicht  gelernt  und  geübt.  Weiterführende  Zählstrategien
(min) erwerben die Kinder eher zufällig oder gar nicht.
 Bei  Aufgaben  mit  vielen  Zählschritten  und  der  falschen  Zählstrategie
können sich deshalb keine Automatismen ausbilden, die richtige Lösung
wird nicht mit der Aufgabe assoziiert.
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 Zählen  und  Anzahlerfassen kann  erleichtert  werden,  wenn  man  mit
strukturierten Mengen  (Zahlenmustern) arbeitet und  in größeren Schrit‐
ten zählen kann. Das wird aber erst  in Klasse 2 bei der Einführung der
Multiplikation  thematisiert. Es  sollten nur wenige,  einprägsame nichtli‐




da sie das Zählen  ja  in  ihrer Muttersprache erlernt haben und nun eine
neue Zählsprache lernen müssen.
 Die deutsche Sprache ist für das Zählen aufgrund syntaktischer Unregel‐







tung,  also von  links nach  rechts  angeordnet. Bei größeren Zahlen wird
die Anordnung dichter, sie werden komprimiert, aber auch ungenauer.
 Der  mentale  Zahlenstrahl  kann  als  Verbundkonzept  (number  ‐  line
blend)  aus  Zahl  als  Punktvorstellung  und  Zahl  als  Größe  (Länge)
verstanden werden.
 Arabische Ziffern und Zahlen sind automatisch mit der  internen Reprä‐
sentation  der  Zahlengrößen  verbunden.  Größenvergleiche  zwischen
arabischen Zahlen sind direkt möglich.







den  Befunden  aus  der  mathematikdidaktisch‐neuoropsychologischen
Forschung,  schon  folgende Anforderungen an die Arbeitsumgebung gestellt
werden:
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 Die interne Zahlenstrahlvorstellung, also die mentale Repräsentation der
Zahlengrößen,  ist  eine  sprachfreie  Repräsentierung.  Sie  ist  aber  an
Längenvorstellung und sicher auch an Bewegungsvorstellung gebunden.
Diese Repräsentation  ist  zu Beginn der  Schulzeit  schon  entwickelt und
muss für entsprechende Aufgaben nur aktiviert werden.
 Aktiviert  werden  kann  sie  durch  die  Präsentation  von  arabischen
Zahlzeichnen verbunden mit entsprechenden Bewegungsmetaphern und




wobei  das  Vorwärtszählen  in  Einerschritten  gleichzeitig  auch  die
einfachste Strategie ist, um sich auf dem mentalen Zahlenstrahl bzw. auf
den mentalen Zahlen zu bewegen. Lautes oder  stummes Zählen  in der




Mikrowelt  einzuführen,  müssen  allen  Kindern  in  einer  Einführungs‐
stunde entprechende Metaphern vermittelt werden.
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2 LOGO ‐ Computerumgebung und Mikrowelt




aus  zwei  Perspektiven  beleuchtet,  einmal  als  Programmierumgebung  und
zum anderen als Mikroweltenumgebung. Anschließend werden die wichtigs‐
ten  Metaphern  in  LOGO  vorgestellt  und  mit  der  Metapherntheorie  von
LAKOFF/NUNEZ  [2002]  zusammengebracht,  um  aufzuzeigen,  wie  Metaphern





einer  Gruppe  von  Wissenschaftlern  um  Papert  entwickelt,  von  Feuerzeig
definiert und von diSessa, Abelson, Sussmann, Solomon, Lawler weiterentwi‐
ckelt. Der Leiter dieser Forschungsgruppe für ‘Erkenntnistheorie und Lernfor‐
schung’  im Labor  für  ‘Künstliche  Intelligenz’  (KI) war  Seymour Papert, der
davor bis  1963 bei Piaget  in Genf gearbeitet hatte.  In das LOGO‐Projekt  am
MIT  flossen  so  Ideen  von  Piaget  und  auch  aus  der  KI‐Forschung  ein.  Die
Sprache  LOGO  enthält  deshalb  Elemente,  die  es  Kindern  ermöglichen,  in
anschaulicher Weise  zu programmieren, d.h.  ihr Wissen  auszudrücken und
anzuwenden.  Papert  hat  diese  ‘Philosophie’  gezielt  gegen  CAI‐Techniken
(Computer Aided Instruction), wie drill and practice und tutorial gesetzt. Auf
der  anderen  Seite  ist  LOGO  ein  syntaktisch  vereinfachter  und  semantisch
anschaulicher  Ableger  der  KI‐Sprache  LISP  und  damit  ein  mächtiges
Werkzeug, das mehr kann als Igelgrafik. Da LOGO von Anfang an für didakti‐
sche  Zwecke  konzipiert  wurde,  war  die  Entscheidung  für  eine  Interpreter‐
Sprache  zwingend,  welche  eine  bestimmte,  interaktive  Art  von
‘systematischer Programmierung’  fördert. Durch die Entscheidung  für einen
Interpreter  kann  auch  auf  die  Deklaration  von  Typen  verzichtet  werden.
Einzelbefehle  werden  direkt  ausgeführt  und  Daten  können  Datenobjekten




entiert  sind,  Netzfähigkeiten  eingebaut  haben,  Grafik  und  Multimedia  auf




vor  ist  die  Mehrzahl  der  LOGO‐Systeme  als  freie  Software  für  jedermann
verfügbar (siehe Anhang: [LOGO‐Systeme und LOGO‐ähnliche]).
PAPERT stand der Schule sehr kritisch gegenüber:  ‘I think schools do an effective
and terribly damaging  job of teaching children to be  infantile, dependent,  intellectu‐
ally dishonest, passive and disrespectful to their own developmental capacities’[1984,
20] und  sah LOGO und den Einsatz von Computern  in der Schule als einen
möglichen Ausweg  aus  dieser Misere.  Seine  Ideen  und Visionen  veröffent‐
lichte er 1980 in einem Buch mit dem Titel ‘Mindstorms. Children, Computer
and Powerful Ideas’, das besonders in englischsprachigen Ländern eine breite
Diskussion  über  den  Einsatz  von  Computern  im  Unterricht  auslöste.  In
diesem Buch entwickelte er seine Ideen und Utopien zum Einsatz des Compu‐
ters  in  der  Schule  und  im  Mathematikunterricht,  die  allerdings  nicht  nur
Produkt  theoretischer  Überlegungen  in  den  Entwicklungslabors  des  MIT
waren,  sondern  seit Beginn des  Projekts  in  zahlreichen  Schulversuchen mit
Kindern  in der Praxis  erprobt wurden. Auch  in Deutschland wurden, nach
ersten Versuchen  in Darmstadt  (Löthe),  schon  ab  1980  an der PH Esslingen
(siehe  [LÖTHE/PAPERT  1985])  mit  einer,  auf  deutschen  Befehlen  aufbauenden





Für  Papert  ist  LOGO  nicht  nur  eine  Computersprache,  die  es  den  Kindern
ermöglicht,  mit  Computern  zu  kommunizieren,  sondern  eine  Lern‐Philoso‐
phie, eine Sprache um  ‘Mathematik sprechen’ zu  lernen. Die Programmierum‐
gebung  von  LOGO  bildet  die  Welt,  in  der  man  dies  kann,  nämlich
‘Mathematikland‘ und in welchem man Mathematik wie eine  lebende Sprache
lernt. In dieser Umgebung übernehmen die Kinder eine aktive Rolle, sie sind
nicht  diejenigen,  die  vom  Computer  programmiert  werden,  sondern  sie
programmieren, das heißt, sie konstruieren sich am Computer ihre Mathema‐
tikwelt  selbst.  LOGO  ist  also  eine  Sprache  zum  Lernen.  Zunächst,  um
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Programmieren  zu  lernen,  aber  auch  um Denken  zu  lernen,  oder wie man
heute  sagen  würde:  das  Lernen  zu  lernen  (vgl.  [HARVEY  1984,  21ff.]).  Im
Folgenden sollen deshalb immer beide Aspekte betrachtet werden, einmal der








wiederhole 2 [vorwärts 50 rechts 90 vorwärts 100 re 90]    
zum neuen Wort Rechteck zusammengefasst werden. Diese Programmierar‐
beit kann  interaktiv durchgeführt werden, d. h. die einzelnen Befehle ( z.B.:   







Lernprogrammen  (eigentlich  drill  and  practice  programs)  erleben  kann.
Hinter diesen beiden Polen der Computernutzung stehen natürlich auch ganz
unterschiedliche Vorstellungen vom Lernen und vom Kind. Während hinter
Drill‐Programmen  eher  behavioristische  Vorstellungen  stehen,  geht  Papert
mit  seinem  LOGO‐System  mehr  von  konstruktivistischen  Paradigmen  aus
(vgl. Tabelle 3  in:  [BAUMGARTNER/PAYER 1994, 100]), wenn  er von Kindern als
‘Erkenntnistheoretikern’ [PAPERT 1985, 27] spricht.
Aufbau von Hierarchien durch Prozeduren und Funktionen
Jedes  neu  gelernte  Wort  kann  wieder  in  andere  Befehlsfolgen  integriert
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komplizierte  Systeme  kontrollier‐ und  überschaubar.  Manchmal  kann  man
aber gar nicht aus einfachen Bausteinen ein komplexes Programm aufbauen
(bottom up),  sondern man hat  ein Problem und  soll  für dieses  eine Lösung
suchen. Auch hier bietet das LOGO‐System aufgrund  seiner Modularität die
Möglichkeit mit einer groben Problemlösung anzufangen, diese zu testen und
dann  schrittweise durch  entsprechende Teilmodule  auszubauen und  so  zur
Lösung  zu  bringen  (top  down).  Auch  weitere  Methoden  systematischer
Entwicklung wie rapid prototyping werden leicht möglich.
Jedes Mal, wenn man in LOGO einen neuen Befehl einbaut, schreibt man eine
Prozedur.  Wenn  eine  Prozedur  eine  Ausgabe  hat,  spricht  man  von  einer
Funktion. Die meisten Befehle  im Bereich der  Igelgrafik sind Prozeduren. Es





Es  ergibt  sich  ein Paradigmenwechsel vom Denken  in Befehlen  an den  Igel




mitteIgel gehe zur Bildmitte!
stifthochIgel ziehe deinen Zeichenstift hoch!
rechts 90Igel drehe dich um 90 Grad nach rechts!




Zel [2 3 4]
Zufallselement [2 3 4]
Eine Funktion, die aus einer Liste zufällig ein
Element zieht
Quadratzahl 5Eine Funktion, die 5 quadriert
RichtungDer Igel soll seine Richtung angeben
LOGO-BefehlIdee / Aktion
Tab. 2.02: Beispiele: Funktionales Programmieren
Nicht mehr der  Igel, der  kommandiert wird,  zeigt Reaktionen,  sondern die
Maschine  bzw.  die  jetzt  neu  geschaffenen  Funktionen  liefern  ein  Ergebnis,
einen  Funktionswert.  ‘Kommunikation’  oder  Datenaustausch  findet  nicht
mehr nur zwischen Nutzer und Igel bzw. Computer statt, sondern zwischen
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den Funktionen, also zwischen Computerprogrammen. Für die Nutzer bedeu‐
tet  dies,  dass  sie  jetzt  nicht mehr wie  bisher  direkt  ihre Reaktion  und  ihre




Um  diesen  Schritt  zu  erleichtern,  verwendet  man  wieder  anschauliche









auch  selbst  aufrufen.  Diese  Fähigkeit  zur  Rekursion  macht  es  möglich,  in
LOGO ganz kurz und elegant sehr mächtige Programme zu schreiben.
Daten, Typen und Variablen





 Kurzfassung:  Rechteck :Länge :Breite
 Prozeduraufruf: rechteck 100 20
Man benutzt also ein Symbol oder besser einen aussagekräftigen Namen, um
eine  noch  unbekannte  Größe  zu  benennen.  Dabei  spielt  es  in  LOGO  keine
Rolle, was später konkret  für diese Variable eingesetzt wird. Dies kann eine
Zahl, eine Liste oder ein Wort sein. Der Typ der Variablen  spielt überhaupt
keine Rolle  im Gegensatz  zu Programmiersprachen wie  z.B. Pascal, C  oder
Java. Die Typenlosigkeit in LOGO führt zu einem sehr flexiblen, fast spieleri‐
schen Umgang mit Daten. Was  zu Beginn  eines Programms  eine Zahl war,
kann danach als Zahlwort oder später als Liste mit einzelnen Ziffern interpre‐
tiert werden. Durch die Variablenbindung werden Daten an einen bestimmten
Kontext  gebunden,  was  wiederum  stark  menschlichen  Denkmustern
entspricht. 
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Zur Unterscheidung von Programmnamen und Befehlen wird vor Variablen
ein Doppelpunkt gesetzt ( z.B.:  pr rechteck :länge :breite ). Um das
Konzept  zu  verdeutlichen,  kann  man  hier  die  Metapher  von  den  Agenten
[PAPERT 1985, 78f.] benutzen. Wenn man den Befehl rechteck gibt, ruft man














dann  im nächsten Moment  in  fünf Sätze umzuwandeln. Dieselbe Liste kann
dann  erweitert werden,  so dass nun 50 Sätze  enthalten  sind. Man kann mit










die  Igelkoordinaten  protokolliert.  Die  Daten  werden  ergänzt  und  damit
lauffähige Programme erzeugt:
[aufxy 318 -2  klick][318 -2 1]
[aufxy 321 -1][321 -1 0]
Datei  auslesen und ausführen
wenn eofp [rückkehr]
tue liesliste
[aufxy 299 -3][299 -3 0]
Ausführung als Programmergänzte Daten in DateiDaten
Tab. 2.03: Daten und Programme
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Die  Daten  werden  aus  der  Datei  zeilenweise  als  Liste  ausgelesen
(liesliste)  und  sofort  interpretiert  (tue liesliste). Wenn  das Datei‐
ende  erreicht  ist  (eofp) wird das Programm beendet  (rückkehr). Der  Igel
springt  jeweils  zum  angegebenen Punkt  (aufxy 318 -2) und  zeichnet  so
seine Spur.







Systemprogrammierers  wechseln,  um  die  Nutzerumgebung  schnell  zu














Lernen  der  Kinder  in  einer  sich  verändernden  Welt.  Papert  verwendet  für
dieses  Wissen  über  das  Lernen  den  Begriff  mathetisch:  ‘…  möchte  ich  das
Substantiv Mathetik  für  eine Unterweisung  in der Kunst des Lernens verwenden.’
[PAPERT 1994, 105]. Wie Papert weisen auch viele andere Autoren darauf hin,
dass man mit LOGO das Lernen  lernen könne:  ‘Logo  ist vor allem eine Sprache
für  Lernende’  [HOPPE/LÖTHE  1984,  3]  oder  ‘Logo,  though,  was  developed  as  a
learning  language, not  for a specific branch of mathematics, but  for problem‐solving
behavior’ [HARVEY 1984, 31]. Es gibt aber auch kritische Meinungen: ‘Logo today
is  in a more ambigous position, with one  foot  in  the world of powerful mathematics
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and the other foot in the mainstream computer‐education world of multimedia and the
World Wide Web’  [HARVEY 2001, 28]. Allen Autoren  ist aber klar,  ‘dass mit den
neuen Medien ein Umbruch beim Lernen stattfindet. Der Schwerpunkt verlagert sich
dabei weg von der Passivität der Lernenden hin zu  einer Aktivität, mit der Wissen




Der wohl  bekannteste und  anschaulichste Bereich des  gesamten  LOGO‐Sys‐






den  Metaphern  auf.  Ein  neueres  Beispiel,  bei  dem  die  Igel‐Metapher  von
LOGO  genutzt wird,  ist  Jurtle  (Java+Turtle=Jurtle),  eine Umgebung um  Java
Programmierung  zu  lernen.  Die  Igelgrafik  selbst  ist  frei  von  kartesischen
Koordinaten,  deshalb  funktioniert  der  LOGO‐Igel  so,  wie  man  sich  selbst












ten  Ausführung  von  Befehlen  im  Befehlseingabefenster,  wie  auch  bei  der
Ausführung von Prozeduren sofort eine sichtbare Rückmeldung erfolgt ‐ der
Igel bewegt sich und macht was er soll oder eben nicht.  Im ersten Fall kann
man  die  Umgebung  weiterentwickeln,  im  zweiten  Fall  muss  die  Prozedur
korrigert  werden.  Auf  diesem  Weg  kann  man  dann  das  LOGO‐System
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ständig erweitern und ausbauen und bis zu sehr komplexen grafischen Struk‐




Beim  Einstieg  mit  der  Igelgrafik  hat  sich  folgende  Vorgehensweise  in  vier
Stufen bewährt:






 Dabei  Einführung  der  Grundbefehle  und  der  verkürzten  Notation  für
diese Grundbefehle
re 5rechts 90drehe dich nach rechts um 90°
li 5links 90drehe dich nach links um 90°
rw 5rückwärts 5gehe rückwärts …   5 Schritte








vw 100 re 90 vw 100 re 90 vw 100 re 90 vw 100 re 90 
 die Kontrollstruktur  wiederhole (wh).
wh 4 [vw 100 re 90] 
4) Zusammenfassen und benennen von Befehlsketten.
Die  Befehlskette      wh 4 [vw 100 re 90]  wird  mit  dem  Namen  des
durch sie erzeugten Objekts benannt:
pr Quadrat
   Kapitel 2:  Computerumgebung - LOGO   85
 wh 4 [vw 100 re 90]
ende
Statt  der  langen  Befehlskette  sagt man  dem  Igel  nun  einfach  zeichne  ein
Quadrat .
Igelgeometrie  ist  aber mehr,  als das Erzeugen  einfacher Linienfiguren. Man
kann  damit  in  verschiedene  Bereiche  der  Geometrie  sehr  weit  vordringen.
Ideenreiche  geometrische  Ausgestaltungen  des  Igels  und  der  Igelmetapher
findet man  z.B.  bei LÖTHE  [1992], KYNIGOS  [1992]  oder BOYTCHEV  [2003],  aber
auch schon bei PAPERT[1984, 133ff].
Igelgrafik eignet sich nicht nur dazu, Programmieren und Denken zu lernen,






und  abspielen kann, da  es  in LOGO keine Unterscheidung  zwischen Daten
und Funktionen oder Prozeduren gibt. 
2.2 Lernen in Mikrowelten 





Lernens,  sondern das  individuelle Lernen  selbst. Papert  spricht  von Mikro‐
welten als  ‘Brutkästen  für Wissen’[PAPERT 1985, 126] oder als  ‘Gewächshaus  für
schlagkräftige Ideen’[PAPERT 1985, 131] und meint damit Teilumgebungen einer
Wissenschaft, eines Lernbereichs,  in denen die Kinder  selbständig Erfahrun‐
gen  sammeln  und  Wissen  anwenden  und  erwerben  können.  Die  Rolle  der
Lehrperson beschränkt  sich darauf, Hilfen  oder Anstöße  zu geben,  also  auf
Reaktionen und nicht auf  Instruktionen, was Lawler  so ausdrückt:  ‘How  can
we  instruct while  respecting  the  self‐constructive  character  of  the mind?’[LAWLER
1984,  41].  Während  Papert  Mikrowelten  dadurch  erklärt,  dass  er  Beispiele
aufzeigt, findet man bei Lawler eine prägnante Definition: ‘Microworlds are in
essence  ’task  domains’  or  ‘problem  spaces’  designed  for  virtual,  streamlined
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experience. These worlds encompass objects and processes that we can get to know and
understand.’[LAWLER 1984, 41]. Lawler weist auch darauf hin, dass eine Mikro‐










felt aber, dass  in LOGO erlerntes Explorieren  tatsächlich  transferiert werden
kann.  Trotz  dieser  Kritik  zählt  Schulmeister  das  ‘Lernen  mit  Mikrowelten’
zusammen  mit  dem  ‘entdeckenden  Lernen’  zu  den  beiden  grundlegenden
pädagogisch‐methodischen  Konzepten  des  Konstuktivismus  [a.a.O.  71].
Lernen  in  Mikrowelten  bietet  dem  Lerner  mehr  Möglichkeiten,  stellt  aber
auch höhere Ansprüche  ‐  ’Das Mikrowelten‐Konzept  ist  freier, es präsentiert eine
Interaktionsumgebung, in der es etwas zu entdecken gilt. Das Konzept verlangt vom
Lernenden  eine Hypothesenbildung  und  fordert  von  ihm  das  Experimentieren mit
diesen Hypothesen.’[SCHULMEISTER 1997, 188].
Damit  wird  klar,  dass  Mikrowelten  nicht  nur  bereitgestellt  werden,  damit
Lernende selbständig etwas über ein Wissensgebiet erarbeiten, sondern auch
um etwas über die Lernprozesse, die dabei ablaufen und die damit verbunde‐








Im  letzen Absatz  (2.1.2) wurde  versucht,  aufzuzeigen, dass man mit  LOGO
didaktische,  reichhaltige  Lernumgebungen  oder,  um  in  der  Sprache  der
LOGO‐Philosophie  zu bleiben, Mikrowelten  für das Lernen  einrichten kann.
Bei ausreichender Kenntnis des LOGO‐Systems, einer grundlegenden informa‐
tischen  Qualifikation  und  didaktischem  Grundwissen  wird  LOGO  zum




Grundschulklassen  sind  zwar  mit  Computerarbeitsstationen  ausgestattet,
diese  werden  aber  von  der  Mehrzahl  der  Lehrkräfte  nicht  oder  nur  einge‐







weiter:  ‘Es  ist  selbstverständlich,  daß  der Lehrer  die Handhabung und  die Regeln
aller eingesetzten Materialien und Spiele kennt’[BREUER 1992, 24f.]. Wenn man hier
‘Freie Arbeit’ durch ‘Arbeiten mit LOGO in Mikrowelten’ und ‘aller eingesetz‐












Wissen  erwerben.  Der  Fachunterricht  orientiert  sich  an  den  Inhalten  des
Faches und den tradierten didaktischen Stufen, weniger an den Interessen der
Kinder.  Weiter  spricht  man  davon,  dass  ein  ‘Lehrer  die  Klasse  führt’,  er
nimmt die  ‘unselbständigen’ Kinder an die Hand und  führt sie  irgendwohin




den  ärmlichen  didaktischen  Vorstellungen  beschreibt  Arenhövel  in  seinem
Buch zum Computereinsatz in der Grundschule ungewollt sehr treffend: ‘Erst
wenn  die mathematischen  Begriffe,  Beziehungen  und Operationen  ‘begriffen’  sind,
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wenn die Kinder in der Lage sind, Strukturen zu erkennen, wenn einsichtiges Lernen
eingesetzt hat, kann die Automatisierung der Fertigkeiten beginnen.... Und bei dieser
Automatisierung  hilft  mir  der  Computer,  helfen  mir  die
Mathematikprogramme.’[ARENHÖVEL 1994, 39].
Offene Unterrichtsformen haben erst in den letzten Jahren in größerem Stil in
der  Schule  Einzug  gehalten.  Lehrer,  die  offenen  Unterricht  praktizieren,
kommen aber eher aus der Freinet‐, der Montessori‐ oder der Reformpädago‐
gik und sind deshalb stark am Einsatz realer Materialien orientiert. Computer‐
nutzung  in  Computerlabs  wie  sie  in  USA  oder  England  üblich  ist,  hat  an
deutschen  Schulen  keine  Tradition. Diese Arbeitsform wäre  aber  zwingend
damit  Schüler  in  Computermikrowelten,  wie  sie  LOGO  bietet,  arbeiten
können. Weiter wäre zu  fordern, dass sich das Mikroweltenkonzept und die
Vorstellung  von  Freiarbeit,  die  stark  materialdominiert  ist,  annähern.
Wünschenswert wäre eine Verallgemeinerung, auf Unterrichtsarrangements,
die  es  Schülern  ermöglichen,  selbständig  einen  Lernbereich  zu  erarbeiten.
Dann könnten Schüler in einem Lernzirkel, an einer Station z.B. Erfahrungen
mit  realen  Gewichten  und  an  der  nächsten  Station  in  einer  Mikrowelt  z.B.
Erfahrungen  mit  einer  virtuellen  Waage  machen.  Beide  Bereiche,  reale
Handlungen und virtuelle Handlungen könnten sich so sinnvoll ergänzen.
Die  zweite  Forderung,  dass  Lehrer  das  LOGO‐System  selbst  beherrschen
sollten, bevor sie es im Unterricht einsetzen, ist die größere Hürde, die Mikro‐
welten in der Schule verhindert. Durch die o.g. Fokussierung auf reale Materi‐












über  die  Schule  hereingebrochen  ist.  Weiter  muss  man  feststellen,  dass
Lehrkräfte nicht dafür ausgebildet sind, mit dem Wandel, den solche ‘Innova‐
tionen’  bringen,  umzugehen.  Ihnen  fehlen  grundlegende  informatische
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Kenntnisse und  sie haben nicht gelernt,  selbst  forschend  zu  arbeiten um  so
‘Innovationen’ auf ihre Tauglichkeit prüfen zu können.








an  Ergebnissen  aus  weltweit  durchgeführten  Unterrichtsversuchen  deutlich
gemacht (vgl. [MITZLAFF/SPECK‐HAMDAN 1998]). 
Heute  liegt  der  Fokus  der  Innovation  bei  der  Computernutzung  eher  im
Bereich Multimedia und  Internet und nicht auf dem Lernen  in Mikrowelten.
Dabei  liegen die  Stärken der Computernutzung  in der Grundschule meiner
Meinung nach nicht  in der Vernetzung von Medien oder  in der weltweiten
Computervernetzung,  sondern  vor  allem  in  den  Möglichkeiten,  durch
Computer  dynamische,  veränderbare  Systeme  (Mikrowelten)  zu  schaffen.





mehrdeutig  [vgl. VOIGT 1993, 148  ff.], und deshalb oft  rätselhaft. Die Kinder
reagieren  hilflos  oder  nach  einem  vorgegebenen  Schema.  Auch  das  könnte
man durch dynamische Grafiken, mit vorbestimmtem ‘Verhalten’, ändern. Es
bleibt  eine  ‘didaktische  Lücke’,  die man  z.  B.  durch Mikrowelten  in  LOGO
schließen  könnte.  In  diesen  Mikrowelten  können  Schüler  dann
handlungsnahe,  also  nah  an  der  enaktiven  Ebene  liegende  Operationen
machen, die aber nicht den Beschränkungen realer Handlungen unterworfen
sind. Gleichzeitig,  obwohl  ikonisch, weisen  die Mikrowelten  aber  nicht  die


















und  ohne  Computervorkenntnisse  in  LOGO‐Mikrowelten  agieren  können.
Voraussetzung ist natürlich, dass man den richtigen didaktischen Ort für den
Einsatz wählt, d.h. die Schüler müssen die Grundvorstellungen der angebote‐







alltägliches Konzeptsystem,  nach  dem wir  sowohl  denken  als  auch  handeln  ist  im




dächtnis, die uns beim Zurechtfinden  in der Welt helfen. …Eine Metapher  ist  letzt‐
endlich ein Verhältnis zweier Strukturen. Wir sagen, dass eine Metapher gut passt,
und  meinen  damit  strukturelle  Entsprechungen  zwischen  Sachverhalten.’[SPITZER
2002,  454].  Die  Sprache  ist  nur  Transportmedium  für  diese
Strukturähnlichkeit, sie stellt diese  jedoch nicht her. Kinder  lernen sehr  früh
Strukturen, die  sich  auf die körperliche Welt um uns  (Physik) und unseren
eigenen  Körper  (Physiologie)  beziehen  und  verwenden  diese  dann  zur
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Strukturierung  anderer,  neuer  Erfahrungen  (vgl.  [SPITZER 2002,  455]).  Hier
wird auch die Nähe zu Piagets Äquilibrationstheorie deutlich, die beschreibt,
wie Schemata durch verschiedene Mechanismen (Assimilation und Akkomo‐
dation)  verändert  oder  neu  aufgebaut  werden  (vgl.  [GINSBURG/OPPER  1998,
34f.]). Die Schemata Piagets sind aber eher Verhaltensmuster, die sprachliche




hen  zu  können.  Trotzdem  sind  Metaphern  nicht  statisch,  sondern  haben
sowohl  statische,  wie  auch  dynamische  Wissensanteile,  beinhalten  also






stift,  Roboter,  …  )  bietet  dann  einfache,  vorstellbare  bzw.  nachvollziehbare


















um  damit  neue  Medien,  Darstellungsformen,  Konzepte  und  Ideen  zu
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beschreiben und  so den Nutzern zugänglich zu machen.  In diesem Kontext
kann  man  auch  zeigen,  was Metaphern  leisten  können.  Bei  der  Benutzung
herkömmlicher,  papierbasierter  Medien  fällt  die  Orientierung  leicht,  da
etablierte und tradierte Standards existieren ‐ z. B. in Büchern: lineare Seiten‐
folge,  Inhaltsverzeichnis  am  Anfang,  Kapitel‐  und  Seitennumerierung,





weise  auf die  Inhalte  initiieren  sollen:  ‘The  interface metaphor  is  the  theme  by
which  the  entire multimedia  system  is organized  and  represented. Using  a  familiar
metaphor allows  the user  to bridge  the gap between  the unknown of program struc‐
ture  and  content  and  the  known  of  their  own
experience.’[KOMMERS/GRABINGER/DUNLAP 1996, 199].













Metapher  für  jeden  Inhalt  geeignet.  So  kann  die  Wahl  einer  ungeeigneten
Metapher durchaus irreführend und kontraproduktiv sein.
In  der  Literatur  wird  auch  häufig  das  Begriffspaar  ‘Analogie  und  Analogie‐
schluß’  (vgl.  z.B.  [SEEL  2000,  192ff.])  gebraucht,  um  die  Strukturgleichheit
zwischen  unterschiedlichen  Wissens‐  und  Erfahrungsbereichen  und  den
daraus  konstruierten  mentalen  Modellen  zu  beschreiben.  Wir  werden  für
dieses  verbindende  Strukturprinzip  im  Folgenden  immer  den  Begriff
Metapher verwenden.




Paradigmen.  Grundsätzlich  soll  hier  aber  noch  einmal  festgestellt  werden,






Bei  HOPPE  [1984,  31]  findet  man  eine  übersichtliche  Zusammenstellung  zu
informatischen Prinzipien und Metaphern des Programmierens in LOGO, die
hier um weitere, in LOGO häufig gebrauchte Metaphern, erweitert wurden:
… ‘ Wissen des Igels ‘ …
… ‘ Wissen des Computers ‘ …
Datenhaltung
(stiftunten?    setze )
… ‘kommunikative Prozeduren ’…Funktionen
… ‘ Fähigkeiten des Igels ’…
… ‘ Fähigkeiten des Computers ‘ …
Prozeduren
( lerne pr to ...  ende )
… ‘ flexible Bausteine ‘ … 
Maschinenmodell mit Eingabetrichtern,
Variation und Kommunikation
Verallgemeinern von Prozeduren durch
lokale Variable ; Übergabeparameter
Baukasten ; Bausteine anfertigenModularisieren und Hierarchisieren
… ‘ dem Igel eine neues Wort beibringen
’…
Programmieren als Spracherweiterung
… ‘ selbst Igel spielen ‘ .....anthropomorphe Vorstellungen als
Hilfe bei der Befehlseingabe
… ‘ dem Igel etwas sagen ‘ ....
… ‘ den Igel etwas fragen ‘ …
Anweisungen zur Direktausführung in
der Befehlseingabe
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 … … manche Befehle haben Ein‐ und Ausgabetrichter (Maschinen)
 …  …  manchen  Befehlen  kann  man  Zettel  mit  Information  geben
(Agenten)
 … ... ... usw.
Da  für das Projekt aber nur der Bereich  Igelgrafik genutzt wird, werden  im
Folgenden  auch  nur  auf  Metaphern  aus  diesem  Bereich  referiert. Viele  der
Metaphern  und  Grundvorstellungen  wurden  auch  schon  oben  in  2.1.1
genannt und werden hier nicht noch einmal dargestellt.
Alles, was man im Bereich der Igelgeometrie macht, beruht auf der Steuerung
eines  ‘kybernetischen Tierchens’  (Igel), das auf dem Computermonitor  ‘lebt’.
Der  Igel wird durch ein Dreieck  im  Igel‐Fenster oder  real durch ein Modell
mit  Elektromotoren,  das  am  Boden  fährt,  dargestellt.  Dieser  Igel  ist,  wie
Papert schreibt,  ‘ein Gegenstand mit dem man denkt’  [PAPERT 1985, 19] und mit
dem man  in der  Igelsprache  LOGO  kommunizieren  kann. Der Zustand des
‘Igels’ ist durch seine Sichtbarkeit, d.h. das Igelsymbol ist sichtbar oder nicht,
seine Position, die Blickrichtung und durch den Zustand, d.h. die Farbe, Breite
und  Art  seines  Zeichenstiftes,  bestimmt.  Die  Grundbefehle  zur  Steuerung
dieses  ‘Zeichenroboters’  sind  vorwärts,  rückwärts,  links  und  rechts.  Damit
kann der Igel koordinatenunabhängig gesteuert werden. Der Verzicht auf ein
äußeres, absolutes Bezugssystem erleichtert den Kindern das Denken mit dem
bzw.  für  den  Igel.  Der  Igel  bewegt  sich  so,  wie  man  sich  selbst  bewegen






trie des  Igels keine  äußere, kartesische  sein kann,  sondern  eine  innere,  eine
Differentialgeometrie  sein  muss.  Eine  Kreislinie  ist  für  den  LOGO‐Igel,  der
ich‐bezogen agiert und eigentlich keinen Überblick über die Gesamtkonstella‐
tion hat, sondern einfach ‘der Nase nach’ denkt und sich bewegt, keine Linie
mit  gleichem  Abstand  zu  einem  Punkt,  sondern  eine  Linie  mit  konstanter
Krümmung. Der Igel bewegt sich immer ein bisschen vorwärts und dreht sich
ein  bisschen,  alles  in  winzigen  Teilschritten.  Der  Nutzer  denkt  bei  der
Konstruktion wie der  Igel, kann aber den  fertigen Kreis aus der Perspektive
des  äußeren  Betrachters  kontrollieren.  Dieser  einfache  Perspektivwechsel
macht sicher auch die Schlagkraft der Igelmetapher aus. Man kann sich in eine








beim Vorwärtsgehen  erzeugt, bzw. der LOGOigel geht  an  einem gedachten
Zahlenstrahl  Schritt  für  Schritt  vorwärts.  Beide  Verhaltensweisen  des  Igels




die  bei  spielerischen  Handlungen  am  Zahlenstrahl  auftreten,  wird  hier  die
Schärfe  genommen.  Die  Schritte,  die  der  Igel  (das  Kind)  macht,  sind  die
Lücken,  stehen  also  für  den  kardinalen  Zahlaspekt  (Menge  der  gleichen
Strecken)  oder Maßzahlaspekt  (Längenstücke). Die  Stellen,  oder  Punkte,  an
denen der Fuß aufgesetzt wird und bei denen dann weitergezählt wird, haben













man  zählen  kann,  vorwärts  und  legt  dabei  eine  bestimmte  Strecke  zurück.
Genauer wird dies im folgenden Kapitel analysiert. 
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2.4 Modelle, Metaphern und Mathematiklernen 
2.4.1 Aufbau mentaler Modelle durch Instruktion
Mentale  Modelle  (vgl.  1.1.6)  oder  individuelle  Denkmodelle  sollen  vom
Lernenden  aufgebaut  werden,  damit  er  dann  damit  oder  ‘darauf‘  arbeiten
kann.  Dies  versucht  man  dadurch  zu  initieren,  dass  man  eine  reduzierte
modellhafte Präsentation des Inhaltes, ein Abbild, anbietet, um danach mittels
Instruktion,  aufbauend  auf das Vorwissen des Lernenden, dieses Modell  in
einem Lernprozess in verschiedenen kontrollierten Schritten aufzubauen (vgl.
[GAGNÉ/BRIGGS/WAGNER  1979];[MERILL u.a.  1992]). Dahinter  steht die  tradierte
Vorstellung von Unterricht:  ‘Modelle der Unterrichtsplanung gehen  in der Regel
von der Vorstellung aus, daß es basale Wissensbausteine zu vermitteln gilt, die sich
allmählich  zu  einem  komplexeren  Gebäude  zusammenfügen.’[SCHULMEISTER
1997,164]. Diese Vorstellungen des Wissensaufbaus sind nach neueren Theori‐
en, nicht mehr haltbar, wie Resnik feststellt: ‘Cognitive theory today offers strong




zu  den  sogenannten  Expertensystemen,  die  sich  aber  aus  verschiedenen
Gründen nicht durchsetzen konnten. Der Ansatz, dass  im Kopf ein mentales
Modell  in  verschiedenen  kleinen  Schritten,  unterstützt  durch  didaktische
Kniffe,  vom  Experten  im  Computer  erzeugt  werden  kann,  ist  eigentlich
undidaktisch. Dieser Aussage würden sicher auch die meisten Lehrer zustim‐




darauf  hinweisen,  dass  Lernen  mehr  ist,  als  das  Lernen  von  Inhalten  und





nur  „lernen  daß“  und  „lernen wie“  beinhaltet.’[PAPERT  1984,  142]. Wie passend
diese Aussage auch heute noch ist, merkt man, wenn man die aktuelle Diskus‐
sion  um  Bildungsstandards  verfolgt,  die  sich  hauptsächlich  mit  den  nicht








ten  begegnen.  Selbst wenn man  sich  nicht  programmatisch  dem Konstruktivismus
verschreiben wollte,  kann man  feststellen, daß das  lange  Jahrzehnte vorherrschende
Paradigma  der  Instruktion  allmählich  abgelöst  wird  durch  das  Paradigma  offener
Lernsituationen,  daß  die  lernzielorientierte  Planung  von  Unterricht  ersetzt  wird








Wie  sieht  nun  aber  dieser  ‘didaktischere’ Ansatz  des Konstruktivismus  für
das Lernen aus? Schulmeister schreibt dazu: ‘Das Basale im Konstruktivismus ist
die aktive Auseinandersetzung der organisierenden Wissensstruktur des Lerners mit
den  ganzheitlichen  Konzepten  der  Praxis,  das  Basale  sind  nicht  die  isolierten
Bausteine  und  die  didaktischen  Abstraktionen.’[SCHULMEISTER  1997,  164].  Wie
bringt der Konstruktivismus diese Wissenstruktur in den Kopf? Die einfache
Antwort  lautet,  die  Ideen  als  Stukturen  sind  schon  da,  sie  müssen  nur
aktiviert werden  und  zwar  durch Metaphern,  die  Bezug  nehmen  auf  diese
vorhandenen  Strukturen,  ‘...  it  must  reveal  how  mathematics  is  grounded  in
embodied  experience  and  how  conceptual  metaphors  structure  mathematical
ideas.’[LAKOFF/NUNEZ 2000, 6]. ‘Conceptional metaphor’, was man mit Begriffs‐
metapher oder konzeptschaffende Metapher übersetzen könnte, wird erklärt
als:  ‘It  is a grounded,  inference‐preserving cross‐domain mapping ‐ a neural mecha‐
nism  that  allows  us  to  use  the  inferental  stucture  of  one  conceptual  domain  (say
geometrie) to reason about another (say arithmetic). Such conceptual metaphors allow
us to apply what we know about one branch of mathematics in order to reason about
another  branch.’[LAKOFF/NUNEZ  2000,  6].  Genau  diese  Strukturgleichheit
98   Kapitel 2:  Computerumgebung - LOGO   
ermöglicht dann das  selbständige Lernen  in Mikrowelten. Man hat mit den
Metaphern  bekannte  Werkzeuge  die  einem  helfen,  in  einem  neuen  Gebiet
neues Wissen und neue Fähigkeiten selbständig zu lernen. 




based on common experiences,  the mathematical  ideas  that use  them can be unders‐




Im  alltäglichen Leben gibt  es  eine Reihe  von Konzepten, die  auch grundle‐
gend für Mathematik sind. Allerdings sind die angeborenen Fähigkeiten zum
spontanen  Anzahlerkennen  (vgl.  Subitizing  1.5)  und  Schätzen  nicht  ausrei‐
chend für das einfache Zählen (vgl. 1.6) und schon gar nicht um die Zählfer‐
tigkeiten zu verallgemeinern. Hierzu müssen verschiedene weitere Metaphern










Elementare  arithmetische  Fähigkeiten  basieren  auf  dem  Zusammenhang







Grundlage  jedoch  im  alltäglichen  Erfahrungswissen  der  Kinder  (interne
Strukturen) und  erst die Übertragung dieser  Strukturen  in den Bereich der
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Mathematik  bringt  diese  zur  Deckung  mit  den  externen  mathematischen










Für  das  CEKA  Projekt  sind  vor  allem  die  Meterstabmetapher  und  die




mit  Meterstäben,  Seilen,  Körperteilen  (Finger,  Armlänge,  Spanne,  Schritt...)
oder anderen dünnen,  länglichen Objekten  (Bleistifte, Zahnstocher, Strohhal‐
me,  Holzstäbe,  ...)  schon  einmal  gemacht  hat  (vgl.  1.2.4).  Dabei  sind  diese
realen Objekte, die gleichzeitig die Maßeinheit repräsentieren, Konkretisierun‐
gen  der  abstrakten  geometrischen  Idee  Strecke  (line  segment).  LAKOFF/NUNEZ
sprechen deshalb von  ‘physical segments’[2002, 68]. Die Basisobjekte  (Maßein‐
heiten) können dann aneindergelegt werden und man erhält wieder ein neues







Die Größe der Zahl-->Die Länge eines Längenobjektes
die Zahl 1-->Das Basis-Längenobjekt
Zahlen-->Längenobjekte 





Gebrauch des Meterstabes (Messen)
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Subtraktion-->Kürzere Längenobjekte von längeren abtrennen
um andere Längenobjekte zu erzeugen
Addition-->
Längenobjekte an den Enden aneinanderlegen,
um dadurch längere Längenobjekte zu erzeugen
Das Ergebnis arithmeti-
scher Operationen











Damit  die  Abbildung  auf  die  Arithmetik  vollständig  ist,  fehlt  noch  die
Metapher für die Null:
Null-->Das Fehlen eines Längenobjektes
Die Tragfähigkeit z.B. der Metapher ‘Längenobjekt‐ist‐Zahl’, zeigt sich daran,
dass  man  damit  jede  beliebige  Zahl  erzeugen  kann,  selbst  Zahlen  deren
Längenrepräsentierung  inkommensurabel  ist, also  solche die nicht aus einer
Maßeinheit  aufgebaut  werden  können.  Man  stelle  sich  ein  gleichschenklig
rechtwinkliges  Dreieck  vor,  dessen  Katheten  die  Länge  1  haben.  Die
Hypothenuse  als  Längenobjekt  repräsentiert  folglich  die  irrationale  Zahl







Größer als-->Weiter vom Ursprung weg als 
die Zahl 1-->Der Ort der Einheit, Punkt mit einem Unter-
schied vom Ursprung
Zahlen-->Punkte/Orte auf einem Pfad
Die Zahl Null-->Der Ursprung des Pfades, Start
Das Ergebnis arithmetischer
Operationen
-->Ein Punkt auf dem Pfad, den man erreicht
hat




Bewegung entlang eines Pfades
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A minus B-->
Sich von einem Punkt A zum Ursprung um
eine solche Strecke hinbewegen, wie B vom
Ursprung entfernt ist.
Addition von B zu A
(A plus B)-->
Sich von einem Punkt A vom Ursprung um
eine solche Strecke entfernen, wie der
Punkt B vom Ursprung entfernt ist
Kleiner als-->Näher am Ursprung als
Tab. 2.07: Bewegungsmetaphern






eindimensionalen  affinen  Raum.  Über  die  Wiederholungsmetapher  können







irgendwelche  Handlungen  mit  Objekten  gemacht  werden,  die  dann  als
Operationen  umgedeutet  werden.  Außerdem  ist  die  Bewegungsmetapher
ganz natürlich mit dem Zählen verknüpft:
Eine Einheit vom augenblicklichen Punkt entfernt  ist die nächste Zählzahl,
beim  Zählen  in  2‐er  Schritten  ist  die  Einheit  (Schrittlänge)  eben  zwei
Einereinheiten und die Zielumgebung sind dann die geraden Zahlen.
Für  die  Igelbewegung  spielen  aber,  wie  schon  in  2.2.2  ausgeführt  wurde,
beide  Metaphern  eine  Rolle.  Die  Bewegungsmetapher  veranschaulicht  die
Bewegung des  Igels, vorwärts und  rückwärts, während die Meterstabmeta‐
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schon die negativen Zahlen eingerichtet. Ob der  Igel  jetzt von der Mitte aus
auf  einer  gedachten  x‐Achse,  mit  Kurs 90  (kurs 0  ist  Richtung  oberer
Monitorrand,  kurs 90  ist  Richtung  rechter  Monitorrand)  100  Schritte
rückwärts geht oder, nach einer 180°‐Drehung (Richtung linker Monitorrand)
dann  mit  Kurs 270,  100  Schritte  vorwärts  geht,  er  kommt  immer  in  den
Bereich negativer Zahlen, was  er  auch    sofort  anzeigt, wenn man dann die
Funktion  Ort  aufruft.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch  für  die  Bewegung  in
y‐Richtung.  Dieser  Übergang  mit  der  180°‐Drehung  um  Null  könnte  dann
wieder  Grundlage  für  eine  Metapher  sein,  welche  die  Multipliaktion  mit
negativen Zahlen erklärt: die 180°‐Drehung  ist die Multiplikation mit  ‐1  (vgl

















Diese Redewendungen weisen  alle  darauf  hin,  dass  jeder,  der  über Zahlen
redet, eher eine Bewegungsvorstellung, als eine Mengenvorstellung hat. Man
operiert mit Zahlen, indem man sich auf einem mentalen Zahlenstrahl bewegt
und  nicht  dadurch,  dass  man  in  Gedanken  irgendwelche  Mengen
manipuliert. Die  in LOGO durch den LOGO‐Igel  repräsentierte Bewegungs‐
metapher ermöglicht es, auf ganz natürliche Weise mit Zahlen zu experimen‐
tieren  und  über  Zahlen  nachzudenken,  indem  man  mit  dem  LOGO‐Igel
experimentiert  und  über  die  Igelbewegung  nachdenkt  wie  über  die  eigene
Körperbewegung. 
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Falls  man  selbst  eine  Umgebung  oder  Mikrowelt  für  Schüler  einrichten
möchte,  sollte  man  verstehen,  wie  das  LOGO‐System  aufgebaut  ist  und
welche Möglichkeiten man hat, um  in das bestehende  System  einzugreifen.
Andererseits kann im Rahmen dieser Arbeit aber kein Kurs zur Beherschung
des gesamten LOGO‐Systems durchgeführt werden. Für  eine Einführung  in
LOGO  gibt  es  sehr  viele  Hinweise  in  der  Literatur  und  im  WWW  (siehe









ben).  Alle  Fenster  sind  freischwebend,  so  dass  man  die  Bedienoberfläche
beliebig  einrichten  kann.  Das  Befehlseingabefenster  lässt  sich  bei  Bedarf
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Abb. 2.01: LOGO‐System (Igelfenster, Editor und Befehlseingabe)





 Rechts  sieht  man  die  verschiedenen  Befehlsumgebungen,  auf  die  der
LOGO‐Interpreter zugreift, um die Texteingaben zu interpretieren.
Der LOGO‐Interpreter steuert den Ablauf im Gesamtsystem. Hierzu stehen ca.
300  eingebaute  Grundbefehle  zur  Verfügung.  Dieser  Befehlsumfang  kann
vom  Nutzer  durch  neue  Befehle  ständig  erweitert  und  angepasst  werden.
Neue Befehle  stehen aber nur  solange das System  läuft zur Verfügung und
müssen gespeichert werden,  falls man die Umgebung  später wieder nutzen
möchte. Befehle, die man häufiger braucht und die nicht in das Grundsystem
eingebaut  sind,  kann  man  im  Befehleverzeichnis  /LOGOLIB/  in  Dateien
speichern.  Sie werden dann  beim Aufruf  automatisch  von dort  geladen,  so
dass  kaum  ein Unterschied  zur Ausführung der Grundbefehle  festzustellen
ist. Dadurch  kann  man  das  Grundsystem  fast  beliebig  ausbauen und  die
Nutzer bemerken keine Unterschiede zu den eingebauten Grundbefehlen.







































fest  in  den  Interpreter  einbaut.  Da  die  Computer  sowieso  immer  schneller









werden.  Diesen  Mechanismus  nutzt  man,  um  sofort  nach  dem  Start  eine
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bestimmte vorkonfigurierte Mikrowelt bereitzustellen, d.h. der naive Nutzer
startet LOGO und ist sofort in seiner Mikrowelt.




Datei  wird  vom  Nutzer  geladen,  danach  stehen  die  Prozeduren  aus  der
















Die  Umgebung  Zahlenstrahl  wird  als  Datei  ZAHLENST  im  Verzeichnis
/LOGOLIB/  gespeichert. Beim Aufruf  von Zahlenstrahl wird  sofort der








gezeichnet.  Dies  ist  die  eleganteste  Methode  um  eine  Mikrowelt
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man  Befehle  geben.  Auch  hier  gibt  es  wieder  verschiedene  Möglichkeiten,
diese Kommunikation mit dem System durchzuführen.
1. Möglichkeit: Kommunikation über das Befehlseingabefenster.










Wie  die  Tasten  der  Tastatur  können  auch  die  Maustasten  mit  Befehlen
belegt  werden.  Die  Igelbewegung  wird  damit  direkt  an  den  Mauszeiger
gehängt.
4. Möglichkeit: Windows Steuerungselemente verwenden
Da  in  MSWLogo  alle  Windowselemente  wie  z.B.  Schalter,  Schieberegler,
Auswahllisten, usw. zur Verfügung stehen, kann man einfach Mikrowelten
einrichten, die über diese Windows‐Steuerungselemente bedient werden.
Diese  vier  beschriebenen  Möglichkeiten  können  natürlich  auch  kombiniert





















siert  vorstellen.  Verschiedene  Gruppen  arbeiten  an  unterschiedlichen
Teilproblemen,  die  dann  in  einer  Präsentationsphase  vorgestellt  oder  in




Arbeitsverläufe  und  Strategien  von  Nutzern  können  aufgezeichnet  und
dann wieder abgespielt werden, um sie auszuwerten, die Nutzer dazu zu
befragen  oder  um  sie  anderen  Nutzern  vorzuspielen,  damit  man  deren
Reaktionen bekommt. Diese Möglichkeit ist besonders interessant, wenn im
Unterricht  Forschungsfragen  nachgegangen  wird,  da  der  Computer  die
Schülerbeobachtung  übernimmt  und  die  Auswertung  später  gemacht
werden kann.
 Visualisierungstool:
Daten  können  eingelesen  und  dann  grafisch  dargestellt  werden.  Die
Arbeitsverläufe  oder  Strategien  können  im  Ablauf  verlangsamt  oder  im
Zeitraffer dargestellt werden. Neben diesen videoähnlichen Möglichkeiten
bietet  LOGO  als  Programmierumgebung  aber  auch  die  Möglichkeit,  die
Visualisierungen zu variieren, übereinander zu legen oder zu verändern um
z.B. bestimmte Parameter hervorzuheben.
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 Prototypingtool
Prototypen  von  Mikrowelten  können  schnell  erstellt  werden  und  beim
Austesten  im  ‘laufenden Betrieb’ verändert und weiterentwickelt werden.
Besonders  beim  Einsatz  im  Unterricht,  wo  man  schnell  auf  Ideen  von





einer  Mikrowelt  beim  Lernenden  die  Entstehung  eines  mentalen  Modells




mit  unterschiedlichen  Repräsentationsformen  fördern  kann.  ‘Die  multiplen
Repräsentationsformen, die charakteristisch für mentale Modelle sind, legen auch eine
multicodale  Enkodierung  der  Informationen  für  die  Konstruktion  eines  mentalen
Modells nahe. Die dynamischen Charakteristika von mentalen Modellen, der Wechsel
zwischen  unterschiedlichen  Zuständen  und  ihre  Auswirkungen,  können  durch
Präsentationsweisen gestützt werden, die Dynamik vorführen oder die sich durch die




gebungen  aber  auch  nicht  überfrachtet  sein,  wie  die  Diskussion  um  den
‘cognitive Overload’ zeigt. So macht auch POHL darauf aufmerksam, dass zu
viele  Interaktionsmöglichkeiten  Benutzer  eher  verunsichern.  Eine  ausrei‐
chende  Funktionalität  bei  gleichzeitiger  Reduktion  der  ‘...angezeigten
Handlungsoptionen ist durch geschickte Gestaltung möglich, z. B. indem Buttons nur
dann eingeblendet werden, wenn sie auch  tatsächlich sinnvoll sind.  ... Eine einfache




Aktion  ausgelöst,  z.  B.  ein  Button  gedrückt wurde.  Besonders wichtig  ist  dies  bei
Aufgaben,  die  etwas  längere  Zeit  in Anspruch  nehmen. Daneben  sollten  störende












[WEIDENMANN  1997b,  108ff]  unterscheidet  folgende  Funktionen  für  Abbilder,
die im Kontext von Lernsystemen von Bedeutung sind: 
 Zeigefunktion:  Darstellung  eines  Gegenstands  oder  von  Teilen  eines
Gegenstands
Viele  Gegenstände  oder  Sachverhalte  (wie  z.  B.  Bewegungsabläufe)
lassen  sich  durch  ein  Bild  wesentlich  besser  wiedergeben  als  verbal
beschreiben.  Dabei  kann  eine  stärker  schematisierte  Darstellung,  die
Unwichtiges weglässt und Wichtiges hervorhebt, durchaus besser geeig‐
net sein, als eine realitätsnähere Abbildung. 
 Situierungsfunktion:  Beschreibung  eines  situativen  Kontextes,  z.  B.  für
eine Aufgabenstellung
Bilder  können  eine  Konkretisierung  der  Aufgabe  bieten,  sie  knüpfen
damit  im  Idealfall  an  Erfahrungen  des  Lernenden  an.  Sehr  realistische
Abbilder  sind  zwar  tendenziell  am  besten  zur  Situierung  geeignet,
können aber auch ablenken. 
 Konstruktionsfunktion:  Unterstützung  der  Bildung  eines  adäquaten
mentalen Modells zu einem Sachverhalt oder Gegenstand
Abbilder für diese Funktion sind i. allg. stark schematisiert. Bei Prozess‐





tige  Idee  (‘powerful  idea’) aufgebaut  sein muss. Er nennt auch vier Kriterien,
für  solche  Ideen:  ‘they  should  be  simple,  general,  useful  and  syntonic.’   Weiter
weist  er darauf hin,  ‘the  syntonic  characteristic  focuses  on  how  an  idea  assumes
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within  the mind  of  an  individual... An  idea gains power, if it can be reduced  to  a
concrete  model  that  serves  as  a  metaphor  for  the  interpretation  of  subsequent
problems.’  Falls  dies  gelingt,  können  Kinder  diese  Metapher  nutzen,  um
selbständig in der Mikrowelt zu arbeiten. 
Für  ein  Forschungsprojekt,  wie  das  hier  dargestellte,  ist  dies  aber
unabdingbar. Lernende müssen völlig selbständig ohne Lehrereinfluss in ihrer
Mikrowelt  arbeiten  können.  Die  Kinder  sollen  ja  ihre  internen  mentalen
Modelle  in  einer  Logoumgebung,  die  die  passenden  Metaphern  anbietet,
explizieren. Deshalb können die Programme auch keine Lernprogramme  im
herkömmlichen  Sinne  sein,  sondern  müssen  wirklich  ganz  offene,  einfache
Mikrowelten sein. In der Überschrift zu diesem Kapitel taucht auch noch der
Terminus  ‘Lernermodellierung’  auf,  der  im  Zusammenhang  mit  Lernpro‐
grammen  häufig  gebraucht  wird,  um  innovative  Lernprogramme  zu
kennzeichnen.  Nach  allem  bisher  Gesagten  ist  aber  sicher  jedem  klar,  dass
‘Lernermodellierung’ keine Begrifflichkeit des konstruktivistischen Ansatzes
ist, sondern ganz eindeutig instruktionalistische Ideen verkörpert, es sei denn
man  interpretiert den Begriff um  in  ‘der Lerner modelliert seine Mikrowelt.’
Es geht also nicht um ‘Lernprogramme und Lernermodellierung’ sondern um
‘Mikrowelten und selbstbestimmtes Lernen’. Damit sind gleichzeitig auch die












dieser  eigenkörperlichen  Erfahrungen.  Er  geht  Schritt  für  Schritt  oder  in
größeren Sprüngen an einem unsichtbaren Zahlenstrahl (Pfad) entlang bis er
zu den gesuchten Zahlen kommt. Aufgabenstellung  in allen Mikrowelten  ist
immer:  ‘Zeige dem  Igel die  gesuchte Zahl.’ bzw.  ‘Dirigiere den  Igel  zu der
112   Kapitel 2:  Computerumgebung - LOGO   
gesuchten  Zahl’.  Damit  soll  die  Explikation  der  eigenen  mentalen  Zahlen‐
strahlvorstellung erreicht werden.
Da  das  Projekt  in  ersten  Klassen  durchgeführt  wurde,  musste  man  davon
ausgehen,  dass  die  meisten  Schüler  keine  Computererfahrung  haben.  Aus
diesem Grund und um die Mikrowelten zu testen, wurde in einer Voruntersu‐
chung in einer Eingangsklasse mit verschiedenen Eingabemedien experimen‐





technische Basis  für alle Klassen wie  folgt  festgelegt werden: Computer mit
Windows (ab 3.12 bis XP) und Mauseingabe.
Damit  der  LOGO‐Igel  bewegt  werden  kann,  wird  er  an  den  Mauszeiger
gebunden. Dadurch  ist eine  ständige visuelle Rückmeldung und eine Steue‐
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 Einfacher Einstieg: 
Die Mikrowelten werden über die Autostart‐Funktionalität automatisch
gestartet,  das  Kind  sucht  nur  aus  den  drei  angebotenen  Mikrowelten
durch Mausklick eine aus und arbeitet dann darin.
 Open ended: 
In   den Mikrowelten kann beliebig  lange gearbeitet werden. Dem  Igel


























nen  unterstützen,  und  mit  Hilfe  des  mentalen  Modells  ‘Logoigel’  sollen
Eigenkonstruktionen  am  Computer  initiert  und  untersucht  werden.  Durch  die
Computerunterstützung  der  Eigenkonstruktionen  werden  diese  im  Ablauf






sich  für  eine  entscheiden.   Die  Icons und Farben der Symbole  im Einstiegs‐





Bei  Fragen  zum  Programmstart  und  zur  Progammbedienung  können  zwei
ausgewählte  Mitschüler  Hilfestellung  geben.  Diese  können  den  Computer





Alle  Mikrowelten  versuchen,  den  mentalen  Zahlenstrahl  der  Schüler  und
damit  deren Zahlvorstellungen  anzusprechen. Die Mikrowelten  haben  aber
unterschiedliche Ausprägungen (s.u.).







bung  sollte  zeigen,  wie  konzeptionell  fortschrittlich  LOGO  auch  heute  in
Zeiten der objektorientierten Programmierung noch ist. Weiter sollte deutlich





das  Lernen  kindgemäßer,  natürlicher,  offener  und  damit  erfolgreicher  zu
gestalten.
Die  im  letzen Teil dieses Kapitels kurz  skizzierte Forschungsumgebung mit
den Mikrowelten sollte zeigen, wie man auch mit einfachen Umgebungen, die
man  im LOGO‐Kontext kaum Mikrowelten nennen würde, die Kinder  zum
selbständigen  Lernen  aktivieren  kann.  Entsprechende  andere  Mikrowelten
können  von  Lehrern,  sofern  sie  mit  dem  LOGO‐System  vertraut  sind,  zu
vielen weiteren Themen  des Mathematikunterrichts  angeboten werden  und
damit das  individuelle,  selbständige Lernen bereichern. Schüler, die bei der
herkömmlichen  e‐i‐s‐Pädagogik  Probleme  haben,  könnten  durch  solche


























Mengen  werden  über  Merkmale  und  Relationen  hergestellt.
Deshalb  wird  Mengenvorstellung  in  Aufgaben  zu  den  Bereichen
‘Merkmale  erkennen’  und  ‘Ordnungen  herstellen’  abgebildet.
Längenrelationen spielen keine Rolle.
M2: Längen schätzen und Zahlvorstellung
















Zeit  bis  zum  ersten  Klick  und  maximale  Abweichung  von  der
gesuchten Zahl  operationalisiert.
3.1.2 Informatische Fragen
Die  informatischen  Fragestellungen  haben  zum Ziel,  zu  klären,  ob  in  einer











bare  Daten  zu  sammeln,  kann  man  diese  Frage  positiv
beantworten.
I2:  Mikrowelten und individuelle Lerndaten
 Kann  ein  Computersystem  sinnvolle  Lerndaten  (auch  qualitativer  Art)

















tion  festgestellt  werden.  Kinder  verließen  die  Klassen  und  andere  kamen
dazu.  Da  es  sich  um  Eingangsklassen  handelte  war  auf  Wunsch  der
Lehrkräfte  vereinbart,  mit  dem  Projekt  und  mit  den  Tests  erst  nach  den
Herbstferien  im Oktober zu beginnen. Aus der  folgenden Tabelle kann man
die  Zahlen  der  Teilnehmer  in  den  einzelnen  Testphasen  herauslesen.  Die
Zahlen umfassen nur Kinder, die während der ganzen Zeit  an dem Projekt
























Schüler  alle  Computer‐Mikrowelten  durcharbeiten  konnten.  Die
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den  Computermikrowelten  in  einen  Gesamtkontext  ʹmathematische
Leistungʹ einbetten zu können.
 Datensammlung  in  Computermikrowelten  und  Auswertung  dieser
Daten.
Dieser Teilbereich umfasst die Planung und Entwicklung der Mikrowel‐












Tests mathematischer Fähigkeiten ...
Mentale
Zahlvorstellung?








Eine  ausführliche Grafik mit  allen  einzelnen Untersuchungen,  zur Orientie‐
rung und  zum  zeitlichen Ablauf,  sowie  zu Testmethoden und Hinweise  zu
den Kapiteln, in denen die einzelnen Untersuchungen beschrieben und ausge‐
wertet werden, findet sich in Anlage A0.
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Nach umfangreichen Vorarbeiten  begann der Untersuchungszyklus  in  allen
Klassen mit  einer Eingangsuntersuchung  (Teile  aus UGT: Utrechter Zahlbe‐
griffstest  bzw. OTZ;  siehe  [KAUFMANN  2001,  64ff.]). Neben der Messung des
mathematischen  Grundwissens  wurden  auch  demographische  Daten  der




Im Anschluss  an den Eingangstest wurde  in  allen Klassen dieselbe Einfüh‐
rungsstunde gehalten, um damit bei den Kindern den Aufbau eines mentalen
Modells für die Aktivitäten in den Mikrowelten, für das Verhalten des LOGO‐
Igels  und  den  Aufbau  einer  fundamentalen  Strategie  zur  Arbeit  am
unvollständigen  Zahlenstrich  zu  initiieren.  Am  Ende  dieser  Stunde  wurde
versucht, den Wissensstand der Schülerinnen und Schüler und deren Grund‐
strategien  durch  ein  Arbeitsblatt,  das  die  LOGO‐Mikrowelt  abbildete,  zu
erfassen.
Anschließend  begannen  die  Kinder,  in  den  Mikrowelten  zu  arbeiten.  Die
einzelnen Schulen und Klassen wurden  regelmäßig  reihum besucht, um bei
Computerproblemen  helfen  zu  können,  die  zwischenzeitlich  angefallenen

















unbegründet, weshalb  die Maus  als  Standardeingabegerät  für  die  grafische
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Oberfläche genutzt wurde. Die Aktionen der Schüler am Computer wurden
durch  schriftliche Protokolle und durch Videoaufnahmen dokumentiert. Bei
diesem  Probedurchlauf  und  der  Weiterentwicklung  der  Programme  wurde
schnell deutlich, dass das Untersuchungskonzept, das zunächst  sechs unter‐
schiedliche  Mikrowelten  und  eine  vergleichende  Untersuchung  vorsah,





Vergleichsuntersuchung  keine  belastbaren  Daten  liefern  würde.  Zum
Abschluss dieser Phase wurde dann als mathematischer Leistungstest der SBL
I (Schultestbatterie zur Erfassung des Lernstandes in Mathematik, Lesen und
Schreiben  I  )  durchgeführt. Dabei  zeigte  es  sich,  dass  der  Test  selbst  keine
genügende Trennschärfe aufwies, also unbrauchbar war.
Parallel zu den ersten Aktionen  in den Mikrowelten wurden auch Eigenkon‐
struktionen  von  Kindern  am  Rechenstrich  (leerer  Zahlenstrahl)  auf  Papier
beobachtet.
Abb. 3.02: Papier‐Bleistift Konstruktionen des Zahlenstrahls
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Bei  diesen  Papier/Bleistift  Konstruktionen  am  Zahlenstrahl  wurde  schon
deutlich,  dass  die  Kinder  ihre  Konstruktionen  mit  ganz  unterschiedlichen
Strategien aufbauen. Dies sind einerseits Zählstrategien, die den Zahlenstrahl
schrittweise  aufbauen  (Abb.  3.02:  2)  und  andererseits  operative  Strategien
(Abb. 3.02: 3 und 4), bei denen der gesamte Kontext, also das Wissen über die
Zahlen  in der Umgebung, genutzt wird (siehe [KLAUDT 2003, 63f]:  ‘How child‐
ren  construct  the  number  line.’  und  [KLAUDT/SPANNAGEL  2004,  248f.]).  Diese
Strategien  können  aber  nur während  der Konstruktion  beobachtet,  oder  an
der  fertigen  Konstruktion  durch  Interviewtechniken  ans  Licht  gebracht









Entwicklung  von  Strategien  in  den  Computermikrowelten  wenigstens  in
Ansätzen vergleichen zu können, bestimmte diesen Gesamtplan des Projekts.
Die  Zusatzerhebungen  (Beobachtung  einzelner  Kinder,  Expertenstrategien,





Die  Eingangsuntersuchung  wurde  innerhalb  einer  Woche  kurz  vor  den
Herbstferien  in  allen Klassen  als Gruppentest  (Aufgaben G1  ‐ G25) und  als
Einzeltest  (Aufgaben  E26  ‐  E35)  durchgeführt.  Die  Aufgaben  wurden  in




den  unterstützt,  die  in  die  Testdurchführung  eingewiesen  waren.  Beim
Gruppentest wurden eine A und B‐Form von Testheften benutzt. Die Bilder
der Einzelaufgaben waren hierzu  in  ihren Anordnungen verändert,  so dass
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die Testanweisungen für beide Formen gleich bleiben konnten (Bsp. s. u. Abb.












takt durchgeführt. Die  folgende Abbildung  zeigt die  beiden Ausprägungen
(A‐ und B‐Form) von Aufgabe 20 mit der entsprechenden Arbeitsanweisung.
A20 B20
A/B20: Hier siehst du zusammengesteckte Schlangen aus verschiedenen Würfeln. Kreuze
die Schlange an, die genauso lang ist wie die Würfelschlange unten!
Abb. 3.03: Beispiel Testaufgabe Eingangstest A/B20 mit Arbeitsanweisung































Zahlenstrahl  und  zu  den  Zahlvorstellungen  zu  aktivieren  und  sollen  die
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Kinder gleichzeitig anregen, ihre Vorstellungen zu explizieren. Die Mikrowel‐
ten haben aber verschiedene Kontexte und Ausprägungen, die im Folgenden








































Schatzsuche  wie  bei  Zstrich1.  Der  einzige  Unterschied  ist  die  Vorgabe  des
Bereichs 0...20 ohne Stützpunktzahl 10.





die Schüler  etwas Neues  lernen, obwohl  sich das nicht vermeiden  lässt. Sie




Für  die  Schlussuntersuchung  wurde  ein  standardisierter  mathematischer
Leistungstest  (DEMAT  1+,  2002) verwendet. Dieser wurde nicht nur gewählt,
um den Aufwand möglichst klein zu halten, sondern vor allem, um dadurch






Testet Mausbewegung, bei 5  1.Klick, zählt schrittweise ab 1, ‘... Eins, zwei,
drei, vier, fünf, sechs, sieben, acht, neun, zehn’ , (Schritte zu klein), sucht
213
Ab 6, drei kleine Schritte, testet die Mausbewegung, versucht den LOGO-I-
gel abzuschütteln ‘...der geht immer mit!’, wieder zur 6 zählt ‘...acht’,
1.Klick, zählt ‘...zehn’, 2.Klick, gefunden (2)
035
Direkt ab 6, schrittweise Richtung 10 zählt: ‘... sechs, sieben, acht, neun, ‘
(zu kleine Schritte)  1.Klick, sucht Richtung 10, gefunden (3)
017
S. führt den Igel direkt zu 6, bewegt den Igel schrittweise Richtung 10, (zu
große Schritte), sucht Richtung 10, 1.Klick, 2.Klick, 3.Klick,gefunden (3)
014
S. bewegt Igel direkt zu 6, zählt ‘... sieben, acht , neun, zehn’ , (Schritte
etwas zu klein), 1.Klick ..., weiter Richtung 10,  2.Klick gefunden (2)
008
Arbeitsprotokoll (Beschreibung, ...wörtliche Äußerung)nr
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Probleme die Maus zu positionieren, schafft es zur 6, zählt ‘ ... sieben ,
acht, zehn’, Klick, gefunden (1)
214
und klickt, zählt ab 6, (Schritte zu groß), klickt, sucht und klickt Richtung 20,
‘ ... Ich klick jetzt mal alle durch!’ , dann in die Lücken, gefunden (26)
Tab. 3.02: Kurzprotokolle der Einzelbeobachtung ‐ Beispiele
Von  diesen  wurde  jeweils  ein  Arbeitsprotokoll  der,  bei  den  verschiedenen

















außerdem,  dass  die  gewählte  Strategie  auch  immer  vom  Aufgabenkontext
abhängt.  Die  einfachste  Zählstrategie,  ‘vorwärts  Zählen  in  Einerschritten’,







einen Fragebogen die  ihrer Meinung nach optimale  Strategie  eintragen. Die
möglichen Grundstrategien und deren Notation wurden vorher besprochen.
Je  nach  Struktur  der Aufgabe  (Vorgabe  ‐  gesucht) werden  unterschiedliche
Strategien bevorzugt:
 Aufg01: Vorgabe 0 ... 6 ; gesucht 10











Eine ausführlichere Auswertung der Expertenstrategien  ist  in der  Anlage D1
dargestellt.
Mathematiknoten ‐ Ende Klasse 2 (2 Klassen)
Um wenigstens  im Ansatz  einen Überblick über die  längerfristige Entwick‐





























Gesamtprotokolldateien  einzelner  Kinder  an.  Die  darin  enthaltenen  über
18.000  Arbeitsprotokolle  lassen  sich  kaum  in  einem  vernünftigen  Zeitraum
per Augenschein klassifizieren ‐ bei nur fünf Sekunden pro Datei würde diese
Arbeit  ohne  Pausen  25  Stunden  dauern.  Deshalb  war  es  auch  Ziel  des
Projekts, diese Klassifizierung weitgehend zu automatisieren, also alle, oder
wenigstens  einzelne  Strategien,  automatisch  zu  erkennen.  Die  nach  der
automatischen Erkennung übrig bleibenden Restdaten können dann, so ist die




Die  Rohdaten  waren  zunächst  im  LOGO‐ASCII  Format  gespeichert  und
mussten  anschließend  kontrolliert  und  für  die  Analyse  durch  verschiedene
Programme  (Filter)  aufbereitet  werden.  Unterschiedliche  Visualisierungen
waren  bei  den  einzelnen  Verarbeitungsschritten  hilfreich,  um  die  Güte  der
Filter schnell zu kontrollieren.
Um den Lesern eine gute Vorstellung der verschiedenen Schritte des Daten‐




















über den  Bildschirm  bewegen  konnten.  Bei den Beobachtungen  der Kinder
während ihrer Arbeit in den Mikrowelt‐Prototypen zeigte sich dann, dass die
Grundstrategie  ‘Vorwärtsgehen mit Zählen’  sich  in der Mausbewegung durch
schrittweises  Verschieben  der  Maus  mit  Bewegungspausen  darstellt.  Die
Schritte des Igels werden mit der Maus simuliert. Deshalb wurde entscheiden,








Mauskoordinaten  und  ein  Zeitstempel  gespeichert.  Eine  Beschreibung  des
Datenformats der Protokolldateien findet sich in Anlage C2. 
3.3.2 Datenvorverarbeitung
Die  folgende  Grafik  gibt  einen  Gesamtüberblick  über  die  verschiedenen
Verarbeitungsschritte der Datenvorverarbeitung.

































Die  einzelnen  Verarbeitungsschritte  werden  weiter  unten  noch  ausführlich
beschrieben und dargestellt. 
Ziel der Datenvorverarbeitung ist es, alle Daten in ein einheitliches Format zu
bringen  und,  falls  möglich,  die  Daten  auf  die  wichtigen,  aussagekräftigen
Kerndaten zu reduzieren, um diese dann auswerten zu können.
Da  es  sich  hier  um  eine  Entwicklungsarbeit  handelt,  sind  zunächst  viele
einzelne  Verarbeitungsschritte,  jeweils  mit  anschließender  Kontrolle  durch
eine entsprechende Visualisierung, durchgeführt worden. Bei jedem Verarbei‐
tungsschritt werden die Daten in den Dateien verändert und die Dateien neu
geschrieben.  Sie  müssen  deshalb  kontrolliert  werden.  Nach  Fertigstellung
könnte die gesamte Vorverarbeitung dann in einem einzigen Programm oder
Modul zusammengefasst werden.
Zur  Reduktion  und  Aufbereitung  für  die  weitere  Auswertung  wurden  die
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 Umwandeln  der  LOGO‐Dateien  in  ein  Format,  das  mit  Python  (s.u.)
besser weiterbearbeitet werden kann.





























zeichnis  und  schreiben  diese  bearbeitet  in  neu  erzeugte  Dateien  oder
gesammelt in eine Ergebnisdatei in einem vorgegebenen Zielverzeichnis. 








Kindes  in  einer Mikrowelt. Für Kinder, die  alle drei Mikrowelten  je  einmal
durchgearbeitet haben, existieren somit drei Aufgabenprotokolle. Die Aufga‐
benprotokolle  wurden  dann  durch  ein  LOGO‐Programm  (konvert0.lg,  siehe
Anlage C3) zunächst auf Korrektheit und Vollständigkeit überprüft, da Kinder
z.T.  ihren  Namen  falsch  eingegeben  oder  mitten  in  der  Bearbeitung  den
Computer  ausgeschaltet  hatten.  Das  nach  der  Konvertierung  entstandene
Rohprotokoll speichert alle Daten der Arbeitssitzung eines Kindes. Die Einzel‐
daten werden in einer Listenstruktur gesammelt, wobei ein Datensatz immer
einer  Liste  entspricht.  Eine  ausführliche  Darstellung  dieser  Struktur  findet
sich in Anlage C2.
[[[dieter] 7] [Thu May 27 17:08:46 2004] [18:09:01]] [0 6 10 300 -24 327 [17 8 49 37] x] [0 6 10 300 124 127
[18 8 49 37] x] [0 6 10 300 -11 34 [18 8 50 2] x] [0 6 10 300 0 1 [18 8 50 63] x] [0 6 10 300 119 18 [18 8 51 34]
x] .........
P2 ( 6 verdoppeln, dann 2 Schritte zurück)
[[[dieter] 7] [Thu May 27 18:07:28 2004] [18:07:51]] [0 6 10 300 -28 326 [18 7 30 27] x] [0 6 10 300 43 195 [18
7 31 10] x] [0 6 10 300 125 53 [18 7 31 65] x] [0 6 10 300 135 -43 [18 7 31 85] x] [0 6 10 300 170 -8 [18 7 32
19] x] [0 6 10 300 182 -6 [18 7 33 7] x] [0 6 10 300 214 -7 [18 7 33 62] x] .........
P1: (ab 6 in Einerschritten vorwärtszählen)
Tab. 3.03: Beispieldaten ‐ Rohprotokolle im LOGO‐Format
Die  Rohprotokolle  im  LOGO‐Format  werden  korrigiert  und  listenweise  in
Zeilen dargestellt, es entsteht das Gesamtprotokoll. Dieses besteht jeweils aus
einer  Kopfzeile  mit  allgemeinen  Daten  zur  Person  und  zur
Bearbeitungsdauer.  Anschließend  sind  die  einzelnen  Bearbeitungsschritte
protokolliert.
usw.....usw.....
[0 6 10 300 -11 34 [18 8 50 2] x][0 6 10 300 125 53 [18 7 31 65] x]
[0 6 10 300 124 127 [18 8 49 37] x][0 6 10 300 43 195 [18 7 31 10] x]
[0 6 10 300 -24 327 [18 8 49 30] x][0 6 10 300 -28 326 [18 7 30 27] x]
[[[dieter] 7] [Thu May 27 18:08:46 2004] [18:09:01]][[[dieter] 7] [Thu May 27 18:07:28 2004] [18:07:51]]
P2:P1:
Tab. 3.04: Beispieldaten ‐ Gesamtprotokoll im LOGO‐Format
In den Datensätzen  (Zeilen)  sind die,  in der  folgenden Tabelle dargestellten
Einzeldaten gespeichert.
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beim  nächsten  Schritt  eine  Nummerierung  (siehe  Zeile  2,  Tab  3.06)
angebracht, die dann für die Anonymisierung genutzt wird.
Anschließend wurden die LOGO‐Listen  in das Pythontextformat konvertiert
(prg01.py  siehe  Anlage C3).  An  den  kurzen  Beispieldateien  stellt  sich  dieser
erste Schritt folgendermaßen dar:
0 2 10 300 310 1 18 8 59 37 0 2 10 300 310 1 18 8 59 311
0 6 10 300 200 70 18 8 59 15 x0 6 10 300 319 30 18 7 49 92 x10
0 6 10 300 326 -2 18 8 57 110 6 10 300 328 0 18 7 39 239
0 6 10 300 323 -2 18 8 56 62 x0 6 10 300 328 0 18 7 39 1 x8
................
0 6 10 300 124 127 18 8 49 37 x0 6 10 300 43 195 18 7 31 10 x4
0 6 10 300 -24 327 18 8 49 30 x0 6 10 300 -28 326 18 7 30 27 x3
0020012






man  vermehrt  Mausklicks  (z.B.  Zeile  9).  Aufgabe  2  wird  noch  angefordert
(Zeile 11), dann bricht die Bearbeitung ab.
Mit diesen Daten wurde  auch  eine  erste quantitative Auswertung gemacht.
Für jedes Kind wurden die Anzahl der bearbeiteten Aufgaben, die Gesamtzeit
der Bearbeitung, sowie die Zeit pro Aufgabe und die Anzahl der Klicks pro
Aufgabe  berechnet  und  in  eine  kommaseparierte  Textdatei  zur  weiteren
Auswertung mit Statistikprogrammen konvertiert. (prg02.py siehe Anlage C3).
002, 2, 15, 7.0, 1.5
001, 2, 23, 11.0, 3.0
nr, aufgaben, zeit, zeitpa, klickspa
Tab. 3.07: Beispieldaten ‐ Protokoll ausgewertet und konvertiert



































In die Protokolle  (Tab.  3.08)  ist  eine Kopfzeile  eingefügt, welche die Daten‐
struktur  erklärt. Außerdem  sind nun die Schritte durchnummeriert. Zusätz‐
lich wird die aktuelle Zahl am Mauszeiger berechnet. 
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In  der  folgenden  Tabelle  wird  eine  Einzelzeile  (Tab.  3.08;  Zeile  16,  fett
gedruckt) aus Protokoll P1 noch einmal ausführlich mit Erläuterungen darge‐










Zeit seit Beginn der







cher (Konverter prg06.py , prg06k.py siehe Anlage C4).
Abb. 3.13: Beispieldaten ‐ Visualisierung des Aufgabenprotokolls
Am Computer präsentieren  sich die Daten nicht  statisch, wie oben  im Bild,
sondern  sie  können  im Ablauf  betrachtet werden.  Die  Bearbeitung  beginnt
jeweils links oben.
Man sieht  in der Visualisierung der Daten  (Abb. 3.13), dass am Anfang und
am Ende noch Daten protokolliert wurden, die  für die  eigentliche  Strategie
keine Bedeutung  haben. Zunächst wird die Maus  in der Nähe des Zahlen‐
strahls  positioniert,  dann  beginnt  die  Bearbeitung.  Nachdem  die  Zahl  10
gefunden ist, wird die Maus weiter bewegt und es werden weitere Mausklicks
produziert.
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Die folgende Grafik (3.14) zeigt fett den zentralen Teil der Bearbeitung, in dem
die  verwendete  Strategie  gespeichert  ist. Die  unwichtigen  Teile  am Anfang






zentrale  Teil  der  Bearbeitung  übrig  und  man  erhält  das  Kurzprotokoll
(Konverter prg07.py und Filter prg08.py siehe Anlage C4).
Abb. 3.15: Beispieldaten ‐ Visualisierung des Kurzprotokolls





























wurden  im  folgenden Bild noch einmal die Arbeitsprotokolle  für Aufgabe 1
(Vorgabe 0 bis 6; gesuchte Zahl 10) von zehn beliebigen Kindern (z100 .. z109)
visualisiert.  Die  Arbeitsprotokolle  wurden  im  Ablauf  der  Visualisierung
bewertet,   um dadurch per Augenschein eine Strategie zuweisen zu können.
Bei  manchen  Protokollen  (z.B.  Z100,  z108,  ...)  musste  der  Ablauf  mehrfach
beobachtet werden, bevor eine Aussage über die Strategie möglich war.
gefunden:
Zählen ab 6 in
Einerschritten
... Abbruch
Zählen ab 1 in
Einerschritten
Beobachtete Strategie(n)Visualisierung des Arbeitsprotokolls
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gefunden:










direkt zu 10, dann Suche




Zählen ab 6 in
Einerschritten
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Nicht gefunden:
Suche ohne Orientierung
2 Mausklicks zwischen 0
und 6, sonst nur
Mausbewegung
gefunden:


















einem  kurzen Exkurs werden  zunächst die üblichen  statistischen Verfahren
betrachtet, um dann die  im CEKA‐Projekt entwickelte Strategiesuche  in den
vorliegenden Daten darzustellen. Die Güte dieser Filterprogramme wird  an
Vergleichsdaten  aus  der  Auswertung  mit  ‘Hand  und  Auge’  gemessen.  Die
folgende Grafik zeigt die einzelnen Schritte der Mustererkennung.

















prg13cv.py  DB-Export II
Vorbereitung
Abb. 3.17: Übersicht ‐ Mustererkennung in den Daten
Zunächst  soll  jedoch  kurz  dargestellt  werden,  welche  anderen  statistischen











Die  Clusteranalyse  ist  das  typische  Analyseverfahren  um  ‘gegebene  Fälle
anhand von gegebenen Variablen in Gruppen (Cluster) einzuteilen, so dass Fälle eines
Clusters  bezüglich  dieser  Variablen  ähnliche  Werte  und  Fälle  aus  verschiedenen
Clustern  möglichst  unähnliche  Variablenwerte  aufweisen.’  [ZÖFEL  2002,  187].  In
dieser Beschreibung werden sofort auch die Grenzen des Verfahrens deutlich.
Die  Fälle  müssen  durch  Variablen,  hier  die  Kennwerte  der  Strategien,
beschreibbar  sein. Man müsste  aus  den  vorhandenen  Protokolldaten Werte
für  einzelne  Variablen  berechnen  können,  welche  die  Strategien  sicher
beschreiben,  um  dann  auf  dieser  Basis  eine  Clusteranlyse  durchführen  zu
können.  Die  Arbeitsprotokolle  in  der  vorliegenden  Form  sind  jedoch
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ungeeignet,  da  alle  unterschiedlich  lang  sind,  aber  für  die  Clusteranalyse
Vektoren  gleicher  Länge  vorausgesetzt  werden.  Außerdem  verlangt  die
Clusteranalyse, dass man Ausreißer in den Daten vorher ausfiltert. Auch dazu















rende  Strategie untersucht, um  in den Arbeitsprotokollen  schließlich  Strate‐
gien automatisch mit Hilfe des Computers zu erkennen. Hierbei durchsucht
das Programm (prg13a.py , Anlage C4) das Arbeitsprotokoll rückwärts, ab dem




ab  Vorgabe,  ab  Null  oder  aber  direkt  bei  der  Zahl,  mit  einer  gewissen
Toleranz, Anzahl von Schritten, Klicks usw. gesucht wurde. Der Filter orien‐
tiert sich also an den Kriterien, die man auch bei der  ‘Hand und Auge’‐Aus‐
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Die Beispieldatensätze P1 und P2 zeigen die Schritte bis zu der Strategieerken‐
nung wie oben beschrieben:
X: , vorgabe , k10.2 , 10.3 , k10.9 , 10.8 , k11.3 , 11.9
, 12.6 , 11.8 , 6.0 , 4.0 , 0.0 , 
X: , vorgabe , k10.3 , k10.9 , 10.9 , k11.5 , 9.8 , 8.3
















tet,  dass  hier  geklickt  wurde.  Mit  diesen  erkannten  Strategien  kann  nun
weitergearbeitet werden.
Die  Visualisierung  der  Strategien  unterscheidet  sich  nur  minimal  von  den
Bildern  der  Arbeitsprotokolle  (Abb.  3.16).  Es  wird  nur  zusätzlich  noch  die
gefundene zielführende Strategie dargestellt und nicht die ganze  im Arbeits‐




keine Unterscheidung  in  ‘Zählstrategie  ab Vorgabe’  und  ‘operative  Strategie  ab
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Vorgabe’  gemacht.  Diese  Ausdifferenzierung  müsste  ein  weiterer  Filter  in
einem nächsten Verarbeitungsschritt machen, indem man die Protokolle z. B.




002 1 2 6 1,3 1,1 10,8 3 6 3 
001 1 2 9 1,5 1,2 10,9 3 5 3 
nr richtig strategie zeit maxzahl maxd sumkzahl klicksg schritte klicks 
Tab. 3.12: Beispieldaten ‐ Strategien ausgewertet und konvertiert







Visualisierungen  in Tabelle 3.10 und der erkannten Strategien  in der  folgen‐
den Tabelle deutlich.
Visualisierung zielführende StrategieArbeitsprotokoll  (vgl. Tab. 3.10)
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Tab. 3.13: Visualisierung ‐ Filter zur Strategieerkennung
Der Vergleich mit Tabelle  3.10  zeigt, dass  klar  erkennbare  Strategien durch





2 Mausklicks zwischen 0 und 6, 
Anfang (Strategie 1)z109
... Zählen ab 0 in EinerschrittenAnfang (Strategie 1) z108
... Zählen ab 6 in ZweierschrittenDirekt (Strategie 3)z107
... Zählen ab 6 in EinerschrittenVorgabe (Strategie 2)z106
... Zählen ab 6 in EinerschrittenKeine (Strategie 0)z105
... direkt zu 10Direkt (Strategie 3)z104
... direkt zu 10, dann Suche in die
falsche Richtung
Keine  (Strategie 0)z103
... direkt zu 10Keine (Strategie 0)z102
... Zählen ab 6 in EinerschrittenVorgabe (Strategie 2)z101
... Zählen ab 1 in EinerschrittenAnfang (Strategie 1)z100







erkannt.  Dies  resultiert  daher,  dass  zwischen  6  und  10  ein  einziger  Schritt
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setzten  Werkzeuge  zur  Kategorisierung  zu  haben,  wurden  vier  Aufgaben
(Aufg01, Aufg10, Aufg12, Aufg22    ...) wie  im vorigen Abschnitt beschrieben
‘per  Augenschein’  ausgewertet,  indem  die  ca.  650  Ablaufprotokolle  der
Einzelaufgaben visualisiert und dann kategorisiert wurden. Die vier Aufga‐
ben wurden ausgewählt, weil die Auswertung der Expertenstrategien zeigt,
dass  alle vier Aufgaben die Nutzung operativer  Strategien  in unterschiedli‐
chem  Umfang  nahelegen  (vgl.  3.2.7).  Da  den  Kindern  in  der  Einführungs‐
stunde die Anwendung von Zählstrategien als Grundlage vermittelt wurde,
können  die  vier  Aufgaben  außerdem  ein  erstes  Indiz  dafür  sein,  ob  sich







Bei  der  Lösung  der  einzelnen  Aufgaben  nutzen  manche  Kinder  mehrmals










Ergebnisse  der  Computer‐  vs.  Handauswertung  dargestellt.  Da  es  hier  nur
darum geht, die Güte der Computerauswertung gegen die Handauswertung




Die Aufgabe  legt  sowohl  die  Lösung  durch Zählstrategien wie  auch  durch
operative  Strategien  nahe  (vgl.  Beispielprotokolle  P1,  P2,  Tab.  3.03  ff.).  Die
Experten wählen  je  zur Hälfte Zählstrategien und operative  Strategien  (vgl.
Anlagen: Abb. 7.03).
Der Vergleich der Häufigkeiten zeigt, dass das Computerprogramm eher eine















onskoeffizienten  nach  Spearman  berechnet,  da  man  davon  ausgehen  kann,
dass die Strategien 0 (keine Strategie) bis 3 (direkt) eine Rangfolge beschreiben,
also  ordinalskaliert  sind.  Die  Untersuchung  der  Zusammenhänge  zwischen
den Variablen  Strategien  der Computerauswertung und  Strategien  der Handaus‐
wertung ergibt eine signifikante Korrelation (r=0,658 / p<0,001), wenn man bei
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Aufg10: Vorgabe 0 ... 3 ; gesucht: 7
Die  Aufgabe  sollte  noch  stärker  durch  operative  Strategien,  statt  durch
Zählstrategien  gelöst  werden,  da  das  Verdoppeln  der  Zahl  3  zu  6  fast  zur
Lösung  führt.  Auch  bei  den  Experten  ergibt  sich  ein  Verhältnis  von  4  :  1














auch  in  den  hohen  Korrelationen  zwischen  Computerauswertung  und
Handauswertung.
<0,0010,859Strategien 1..3 und richtige Lösung
<0,0010,859Strategien 1..3
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Der Vergleich  der Auswertungen  (Computer  vs. Hand)  bei  dieser Aufgabe
zeigt  allerdings  relativ  große  Unterschiede  bei  den  Häufigkeiten  für  die
Strategiewahl der Kinder.





<0,0010,859Strategien 2..3 und richtige Lösung
<0,0010,905Strategien 2..3
0,0710,190Strategien 1..3 und richtige Lösung
0,0150,250Strategien 1..3







Die  Aufgabe  kann  sowohl  durch  Vorwärtszählen  ab  0,  als  auch  durch
Rückwärtszählen  ab  6  oder  auch  dadurch  gelöst  werden,  dass  man  6  fast
halbiert.   Die Experten entscheiden sich hier, wie bei Aufgabe 01,  jeweils zu   
gleichen Teilen für Zählstrategien und operative Strategien. 
Die Gegenüberstellung Computer‐  vs.  Handauswertung  zeigt  ein  ähnliches
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<0,0010,869Strategien 2..3 und richtige Lösung
<0,0010,863Strategien 2..3
<0,0010,632Strategien 1..3 und richtige Lösung
<0,0010,640Strategien 1..3








welten  bis  hin  zur  automatischen  Erkennung  von  Strategien  stellt  sich  im
Rückblick  als  stark  strukturiert,  aus  der  Anwendung  vieler  verschiedener
Werkzeuge bestehend und  insgesamt  sehr aufwändig dar. Dabei muss aber
berücksichtigt werden, dass es sich hier um eine Entwicklungsarbeit handelt
und  dass  nun,  nachdem  die  Einzelschritte  festliegen,  der  Gesamtprozess
natürlich  in  einem  einzigen  Auswertungsprogramm  abgebildet  werden
könnte.  Visualisierungen  zur  Kontrolle  der  einzelnen  Verarbeitungsschritte
sind nun nicht mehr nötig, können aber auch  in das Auswertungsprogramm
integriert werden.   Außerdem könnten nun die Protokolldaten nahezu belie‐
big  grosser  Populationen  mit  relativ  geringem  Mehraufwand  verarbeitet
werden. Der Mehraufwand fällt nur  in der ersten Auswertungsphase an, wo
die  Daten  kontrolliert  und  eventuell  korrigiert  werden  müssen.  Diese
unvollständigen  oder  fehlerhaften  Daten  könnte  man  aber  auch  einfach
automatisch aussortieren, wenn die Datenmenge groß genug ist.
Obwohl  der  letzte  Filter  für  die  Erkennung  einzelner  Strategien  einfach
konstruiert war, sind die Erkennungsraten der Computerauswertung  für die
Strategien 1 bis 3 , die in der Summe für die vier Aufgaben zwischen 65% und
80%  liegen,  sowie  auch  die  Güte  der  Computerauswertung  sicher
ausreichend, um größere Datenmengen automatisch auszuwerten und dabei
Tendenzen  bei  der  Wahl  einzelner  Strategien  erkennen  zu  können.  Noch
bessere Erkennungsraten könnten wahrscheinlich durch vorherige Kategori‐
sierung  der  Aufgaben  und  anschließende  Anwendung  von  spezialisierten
Filtern erreicht werden. Auch eine stärkere Beachtung der Randbedingungen
bei  der  Arbeit  in  den  Mikrowelten  könnte  die  Erkennungsrate  und  ‐güte
weiter  verbessern. Kinder  orientieren  sich  nicht  nur  an  den Vorgabezahlen
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sondern auch an den schon gesetzten Mausklicks, die nicht zum Ziel führten.
Dies wurde bei der hier beschriebenen Auswertung nicht berücksichtigt.
Für  die  Auswertung  individueller  Strategien  einzelner  Kinder  ist  sicher,
neben der automatisierten Auswertung durch das Computersystem, die eine
erste  schnelle  Orientierung  liefern  kann,  eine  Auswertung  mit  ‘Hand  und
Auge’, unterstützt durch die  animierte Visualiserung  am Computer, wie  in
Tab. 3.10 dargestellt,  besser geeignet.





Gesamtdarstellung durch die  tiefer gehende Analyse  einzelner  interessanter
Ergebnisse aus den Teilaufgaben.




ßend  werden  einzelne  Zusammenhänge  innerhalb  der  Teiluntersuchungen
durch Rangkorrelationskoeffizienten  (n. Spearman) beschrieben. Zusammen‐
hänge    zwischen  den  Teiluntersuchungen  werden  gesondert  in  Kapitel  5



















Die  persönlichen Daten  sowie  die  anderen,  in  diesem Kapitel  dargestellten























tion zeigt  sich eine 2:1 Verteilung zugunsten der Sechsjährigen  (64%  : 36%).
Die Familiensituation wurde nur in Bezug auf die Geschwister erfasst, da man
davon  ausgehen  kann,  dass  jüngere  Kinder  viel  von  älteren  Geschwistern




















Computer  von  Papa’.  Damit  liegt  die  Computerausstattung  knapp  über  den
Werten  der  letzten  KIM‐Studien  [KIM 2002,  KIM 2003],  wonach  67%  (2002)
bzw.  74%  (2003) der  befragten Haushalte mit  einem Computer  ausgestattet
waren und 13%  (2002) bzw. 15%  (2003) der Kinder einen eigenen Computer







mit Bezug  zur  Schule  von  Interesse. Die Häufigkeit der Tägigkeiten wurde
nicht erhoben. Mehrfachnennungen bei den Tätigkeiten waren möglich.
 Abb. 4.01: Tätigkeiten mit dem Computer
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80% der Kinder unserer Testpopulation nutzen den Computer (39% KIM 2002;
46%  KIM  2003  jeweils  6‐7jährige).  Die  meisten  Kinder  (73%)  nutzen  den
Computer  als  Freizeitmaschine  zum  Spielen.  Die  Nutzung  für  schulische




chend,  alle  anderen  Zahlen  sind  dagegen  weit  höher:  etwas  für  die  Schule
machen  /  Lernprogramme  benutzen  (43%),  Texte  schreiben  (32%).  Bei  der
Nutzung von Lernprogrammen stehen Programme für Mathematik (57%) und
Deutsch (53%) ganz oben auf der Skala. Die Zahlen 2003 sind nur um wenige








Kenntnisse  über  Computer  wurden  nur  insofern  erhoben,  als  die  Kinder













gerät.  Der  Begriff  Monitor  ist  weniger  geläufig  (39%).  Hier  verwenden  die
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Zusammenhänge zwischen den Variablen
Wenn  man  die  Zahlen  der  Computerausstattung  (s.o.)  zusammen  mit  der
Nutzung betrachtet, kann man folgendes feststellen: 










 Eine  schwache,  signifikante  Korrelation  (r=0,171  /  p=0,018)  kann  man
zwischen  dem Alter  der Kinder  und  der Nutzung  des Computers mit
Mathematikprogrammen feststellen. 
Zusammenhänge  zwischen  der Computerausstattung  und  der Nutzung  des
Computers  mit  den  Ergebnissen  des  mathematischen  Eingangstests  werden
weiter unten beschrieben.
4.1.2 Konstruktion der Aufgabengruppen
Der  mathematische  Eingangstest  bestand  aus  35  einzelnen  Aufgaben  (siehe
Anlage  A1/A2).  Die  Aufgaben  für  den  Gruppentest  waren  Bildaufgaben  mit
Arbeitsanweisungen  (siehe  A2).  Bei  den  Einzeltests  wurden  Bilder,
Steckwürfel,  Cuisenaire‐Stäbe  usw.  verwendet  (siehe  A3).  Die  Ergebnisse  in
den  Aufgaben  sowohl  des  Gruppen‐ wie  auch  des  Einzeltests werden  hier
nicht ausführlich dargestellt. Sie finden sich in Anlage A4  . Grundlage für die
Aufgaben waren Beispiele aus dem holländischen MORE‐Projekt  (siehe VAN















ursprünglich  zu den Bereichen  gehörenden Aufgaben  stehen  in Grafik  4.02
jeweils  unter  den  Bezeichnungen.  Für  die  Darstellung  der  Verteilungen
werden  jeweils  Boxplots  verwendet,  da  diese  die  Verteilung  (min.,  max.,
Median,  Quartile)  sehr  komprimiert  und  trotzdem  übersichtlich  darstellen
(siehe  [ZÖFEL  2002,  250f.]).  In  der  Grafik  wird  deutlich,  dass  die  Daten  bei
dieser  Einteilung  in  den  verschiedenen  Bereichen  nicht  gut  verteilt  sind.
Besonders  die  ersten  beiden  Bereiche,  ‘Merkmale  erkennen’  und  ‘Ordnungen
herstellen’, zeigen sehr schiefe Verteilungen. Außerdem korreliert der Bereich
‘Merkmale  erkennen’  nur  mittelmäßig  mit  den  Ergebnissen  des  Gesamttests
(r=0,559** / p<0,001). 
 Abb. 4.02: Boxplot Eingangsuntersuchung: alte Teilbereiche
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Die  übrigen  drei  Bereiche, Zählen,  Längen  und  Längen  vs.  Anzahl, zeigen
dagegen  recht  gute  Verteilungen  und  auch  hohe  Korrelationen  (r:  0,715**;
0,739**; 0,638**) zum Gesamttest.
Multidimensionale Skalierung





(Dimensionen)  in  jeder  Aufgabengruppe  eine  Rolle  spielen,  wurde  es  für
diesen Auswertungsschritt  gewählt.  Im Gegensatz  zur  Faktorenanalyse, wo
aus  relevanten Eigenschaften Dimensionen berechnet werden, geht man bei
der multidimensionalen  Skalierung davon  aus, dass die  zu untersuchenden
Objekte ähnlich oder unähnlich sind (zum Aufbau, Ablauf und zu den Metho‐
den siehe [BACKHAUS U.A. 2003 613ff.]). Ein weiterer Vorteil des Verfahrens liegt
darin,  dass  Ähnlichkeiten  nicht  nur  durch  Zahlen  sondern  auch  durch  ein
Diagramm dargestellt werden. Man erhält eine Visualisierung der Daten und





untersuchten  Kinder  auch  zu  ähnlichen  Ergebnissen  führen  müsste.  Diese
Ähnlichkeiten lassen sich dann statistisch nachweisen. Das Statistikpaket SPSS
bietet hierfür zwei Prozeduren an: ALSCAL und PROXSCAL. Die Prozedur
PROXSCAL  kann  nicht  nur  die  Ähnlichkeiten  von  Daten  aus  einer  Matrix
oder aus einer Variablen berechnen, sondern hat auch die Option ‘Ähnlichkei‐
ten aus Daten erstellen’, die zu den berechneten Ähnlichkeitsmaßen über alle
Daten  (Anpassungsmaße)  auch  eine  grafische  Darstellung  der  berechneten
Ähnlichkeiten liefert. 






Anpassung  der  Distanzen  an  die  Ähnlichkeiten  (badness  of  fit).  Die  Größe  des
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STRESS‐Maßes wird  bestimmt  durch  die Differenzen  ...  zwischen Distanzen  und
Disparitäten.’ [Backhaus u.a. 2003, 626]




 die  Korrelationen  zwischen  den  Teilbereichen,  die  ja  unterschiedliche
Fähigkeiten testen sollen, möglichst gering sind.  




tauschen  oder  ganz  zu  streichen.  Das  Ergebnis  dieses  Prozesses  ist  in  der
folgenden Tabelle dargestellt.
0,00340,017513, 14, 28, 29, 30, 31, 32, 33Zähleneun4
0,08570,03197, 15, 20, 21 23, 24, 25, 35Länge vs. Anzahleun3
0,06970,03903, 11, 12, 16, 17, 18, 19, 22Längenrel...eun2





ung  (D.A.F.)  liegt  mit  Werten  zwischen  0,998  bis  0,999  knapp  unter  dem
optimalen Wert von 1.
Neue Aufgabengruppen der Eingangsuntersuchung
Die Beschreibung der unten genannten Einzelaufgaben  findet  sich  in  Anlage
A1/A2 , eine Beschreibung des Testhefts (Form A) in Anlage A3. Die vier neuen
Aufgabengruppen  (eun1  ..  eun4)  der  Eingangsuntersuchung  werden  durch
das  Streudiagramm  der  Ähnlichkeitsmatrix  (Abb.  4.03)  dargestellt.  Das
Diagramm zeigt sehr schön, dass die vier Teilbereiche nun die verschiedenen
Ausprägungen  von  zwei  Dimensionen  beschreiben.  Dimension  1,  ‘Längen
schätzen’  beschreibt  die  Fähigkeit  der  Kinder,  in  Bildern  oder  bei  realen
Gegenständen Längen abschätzen zu können, um so zu quantitativen Aussa‐
gen  zu  kommen.  Die  Fähigkeiten  bei  Dimension  2,  ‘Merkmale  erkennen’
hängen natürlich von der Anzahl und der Ähnlichkeit der zu unterscheiden‐
den  Merkmale  ab.  Viele  oder  sehr  ähnliche  Merkmale  sind  schlechter  zu
erkennen und zu unterscheiden.
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 Abb. 4.03: Streudiagramm der Ähnlichkeitsmatrix: Neue Aufgabenbereiche
Über  die  beiden  Dimensionen  ʹLängen  schätzenʹ  und  ʹMerkmale  erkennenʹ
sind die Aufgabengruppen wie folgt charakterisiert:
 eun1: Merkmale erkennen und Ordnungen herstellen
Einzelne  oder  mehrere  Merkmale  müssen  erkannt  und  kombiniert






Längenobjekte  aus  Steckwürfeln  gleicher  und  verschiedener  Größe






Es  werden  nun  die  vier  neuen  Aufgabengruppen  in  ihren  Charakteristika
kurz beschrieben und  jeweils  im Streudiagramm präsentiert, bevor dann  im
folgenden  Unterkapitel  die  Zusammenhänge  zwischen  den  Aufgabengrup‐
pen dargestellt werden.




bei  den  Aufgaben    2,  4,  6,  8,  9,  und  10  einzelne  oder  mehrere  Merkmale
erkannt werden müssen um dann Ordnungen herzustellen, waren die Aufga‐
ben 26 und 27 ursprünglich Teilaufgaben des Bereichs Zählen. Bei Aufgabe 26
sollen  die  Würfelbilder  der  ‘Fünf’  und  der  ‘Sechs’  erkannt  werden,  bei















Vergleichsobjekte  alle  unterschiedlich  orientiert  und  zeichnen  sich  durch
mehrere  Merkmale  aus.  Die  Objekte  in  den  anderen  Aufgaben  sind  alle
senkrecht oder alle waagrecht orientiert (z.B. eu03: das höchste Haus aus einer
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Die  Teilaufgaben  in  Aufgabengruppe  3  sind  Aufgaben,  bei  denen  nach
Längen gefragt ist. Die Objekte sind aber aus Steckwürfeln zusammengesetzt
und könnten deshalb auch anzahlmäßig bewertet werden. Die Anzahl der zu
berücksichtigenden  und  zu  kombinierenden  Eigenschaften  nimmt  von
Aufgabe 24 (Höhe eines Würfelturms abschätzen) bis zu Aufgabe 20 (Längen‐
eingenschaft  einer  Steckwürfelschlange  mit  anderen  Würfelschlangen  aus
verschieden großen Steckwürfeln vergleichen) zu und beschreibt damit grob
Dimension  1.  Die  sichtbaren  Merkmale  der  unterschiedlichen  Aufgaben
beschreiben möglicherweise Dimension 2.
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4. Zählen
Zur Aufgabengruppe ‘Zählen’ gehören die Aufgaben 13, 14, 28, 29, 30, 31, 32
und  33.  Dies  sind  überwiegend  Aufgaben,  die  die  verbale  Zählfertigkeit
testen. 
 Abb. 4.07: Streudiagramm der Ähnlichkeitsmatrix: Zählen







Aufgaben  neben  der  verbalen  Zählfähigkeit  die  mentale  Zahlvorstellung
aktiviert werden muss  ‐ z.B. bei Aufgabe 13  (die 9. Blume) und Aufgabe 14
(18. Blume), wo eine Objekt ‐ Zahl Zuordnung gemacht werden muss oder bei
Aufgabe  30  (vorwärts Zählen  in Zweierschritten), wo man  sich die Zahlen‐
folge am mentalen Zahlenstrahl vorstellen muss, um dann beim Vorwärtsge‐
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 Abb. 4.08: Boxplot Mathematischer Eingangstest: Ergebnisse
Aufgabengruppe  1  besteht  aus  sehr  leichten  Aufgaben,  so  dass  eine  stark
rechtsschiefe Verteilung entsteht  ‐ über die Hälfte aller Kinder hat 7 Punkte
oder die maximale Punktzahl erreicht. Ebenso sind die Aufgaben zum Zählen
(Aufgabengruppe  4)  leicht  rechtsschief,  hier  haben über  50 % der Kinder  6












Tab. 4.07: Verteilungsmaße der Aufgabengruppen im Eingangstest
Ein Mittelwertvergleich  für die Aufgabengruppen mit Hilfe des  t‐Tests nach
Student  (vgl.  [ZÖFEL 2002, 92ff.]) zeigt Varianzenhomogenität  (F), die Varian‐
zen  unterscheiden  sich  nicht  signifikant.  Man  erhält  signifikante  t‐Werte
zwischen den Bereichen Merkmale erkennen und Zählen  (F=0,686  ;  t=6,387  ;
df=194), Längenrelationen und Längenanzahlen (F=1,03  ; t=3,31  ; df=194) und
Längenanzahlen und Zählen  (F=0,97  ;  t=4,62  ; df=194). Einzig  zwischen den
Bereichen Merkmale erkennen und Längenrelationen (F=0,82 ; t=1,41 ; df=194)
gibt es keine signifikanten Unterschiede.


















Die  Matrix  der  Korrelationen  (n=190)  zeigt  mittlere  bis  hohe  signifikante









  ** Korrelation ist signifikant auf dem 0.01 Niveau.
  * Korrelation ist signifikant auf dem 0.05 Niveau.
Tab. 4.09: Korrelationskoeffizienten und Signifikanzen für den Eingangstest
Die Aufgabengruppen untereinander sind eher gering korreliert.
Neben  diesen  Korrelationen  zwischen  den  Aufgabengruppen  und  dem
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 Wer von den Kindern zuhause einen Computer hat, erreicht beim mathe‐
matischen Eingangstest höhere Punktzahlen (r=0,329**).
 Auch wer mit dem Computer ʹnur spieltʹ, schneidet besser ab (r=0,306**).
 Wer  nichts  mit  dem  Computer  macht,  ist  entsprechend  schlechter  (r=
‐0,340**).  Diese  Zusammenhänge  zeigen  sich  auch  schwach  bei  den
Aufgabenbereichen  Merkmale  erkennen  (r=  ‐0,321**),  Längen  schätzen
(r= ‐0,243**) und Längen vs. Anzahlen schätzen (r= ‐0,251**), nicht jedoch
für den Bereich Zählen. 













zeigen  dieselben  Zusammenhänge  mit  dem  allgemeinen  Teil,  wie  beim








Gesamttest  setzt, zeigt  sich, dass die guten Schüler  ihre Punkte auch  in den
Aufgabenbereichen  ʹLängen vs. Anzahlen  schätzenʹ  (r=0,632**) und    ʹLängen
schätzenʹ  (r=0,462**)   erreicht haben, während Kinder des unteren Viertels  in
den  Bereichen  ʹLängen  schätzenʹ  (r=0,459**),  ʹZählenʹ  (r=0,415**)  und  ʹMerk‐
male erkennenʹ (r=0,625**) erfolgreich Punkte sammeln. 
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Wichtig im Hinblick auf die Gesamtuntersuchung und die dahinter stehenden
Forschungsfragen, auf die dann  im abschließenden  fünften Kapitel  rekuriert
wird, sind  aus diesem Unterkapitel vor allem die beiden folgenden Punkte:
§ Um die Aufgabenbereiche ‘Merkmale erkennen’, ‘Zählen’ und ‘Längen schätzen’
des mathematischen Eingangstests zu bearbeiten brauchen die Kinder eher
Grundfähigkeiten.
§ Die Bereiche 'Längen schätzen' und vor allem 'Längen vs. Anzahlen schätzen'
fordern eher komplexere Fähigkeiten von den Kindern.
4.1.4 Ausgewählte Teilaufgaben der Eingangsuntersuchung
Zählfertigkeiten
Die  folgende Tabelle  zeigt die Aufgaben  aus dem Bereich Zählen  nach der
Häufigkeit  geordnet.  Kursiv  gedruckt  sind  die  beiden  Aufgaben  aus  dem
Bereich  Merkmale  erkennen,  bei  denen  Würfelbilder  erkannt  werden
mussten.  Die  Ergebnisse  zeigen  eine  deutliche  Zunahme  der  Schwierigkeit
und damit einen Rückgang der richtigen Lösungen vom einfachen Vorwärts‐
zählen bis zum Zählen in Zweierschritten und zum Rückwärtszählen. 
34,766Von 17 rückwärts zählen (mit Material)E32
47,490Zähle bis 14 in 2er SchrittenE30
53,2101Zuordnung 15 Luftballons und Würfel-Punktbild(E27)
66,812720 Würfel mit den Augen zählenE33
68,9131Kreuze die 18. Blume anG14
83,2158Kreuze die 9. Blume anG13
88,4168Würfelbilder 4 und 5 schnell erkennenE31
88,4168Zähle bis 20E28
89,5170Zähle von 9 - 15E29




zu  Beginn  der  Schulzeit  gibt,  sind  die  Ergebnisse  nicht  unbedingt
vergleichbar. 
So  stellt MOSEROPITZ[2001, 123ff.] eine Untersuchung    in  (heilpädagogischen)






















Diese  starke  Altersabhängigkeit  beschreibt  auch  HASEMANN[2001,  54f.],  der
Ergebnisse des OTZ aus 3 Testgruppen, die mit zeitlichem Abstand getestet
wurden, darstellt.
12 - 4032,9 P.7,2 J.
5 - 4026,3 P.6,5 J.
5 - 3923,7 P.6,2 J.
BandbreiteDurchschnittAlter
Tab. 4.11: Ergebnisse OTZ ‐ Versch. Altersgruppen [n. HASEMANN 2001, 54]
Die  Daten  zeigen  eine  starke  Entwicklung  der  Fertigkeiten  in  den  ersten
Schulwochen, aber gleichzeitig auch eine sehr starke Streuung, die ebenso  in
unserer Testpopulation beobachtet werden konnte (vgl. Abb. 4.08).
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Linealaufgabe (G25)















Eine  ausführliche Darstellung  der Auswertung  findet man  in DREYER[2002].
Hier werden  nur  kurz  Befunde  in Zusammenhang mit  dem Gesamtprojekt
referiert.
Interessant sind vor allem die Zahlenreihe der Beschriftung des Lineals und
der  Beginn  dieser  Zahlenreihe,  sowie  Fehler  in  der  Zahlenreihe.  Andere
Punkte, wie z.B. die Form des Lineals oder ob  es  spiegelbildliche Zahlen  in
der Beschriftung  gibt,  sind  für den Zusammenhang  völlig unerheblich und
weisen auch keinerlei Korrelation auf. 
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100,0190Summe:
1,01,026: Beschriftung über 20
8,97,9155: Beschriftung bis 20
26,817,9344: Beschriftung bis 15
43,116,3313: Beschriftung bis 10
57,314,2272: Beschriftung bis 7








von  1  bis  24  und  es  sind  alle  Zahlen  dazwischen  vertreten.  Entsprechend






die  Schüler  deshalb  möglicherweise  damit  benügten,  die  ‘Idee  des  Lineals’
darzustellen, also die Beschriftung und Skala ab dem Anfang ein Stück weit






















41,1780: Fehler oder keine Beschriftung
ProzentAnzahlFehler bei Beschriftung
Tab. 4.14: Aufgabe G25 ‐ Fehler bei der Beschriftung
Über  die  Hälfte  aller  Kinder  beschriftet  die  Linealzeichnung  korrekt,  was
darauf hindeutet, dass die Mehrzahl der Kinder gute mentale Vorstellungen
vom Lineal hat.
Die  hier  aufgezeigten  Merkmale  der  Linealzeichnungen  korrelieren  gering,
aber  höchst  signifikant  mit  den  vier  Aufgabenbereichen  des  Eingangstests
(ausführliche Tabelle siehe Anlage A5). Bei dem Item ‘Anfang bei 0 oder 1’ , wo
die  höchsten Korrelationen  auftreten,  sind die  guten  Schüler  in  allen Berei‐
chen des Eingangstests auch diejenigen, die die Beschriftung der Skala korrekt
bei 0 beginnen.






Anfang bei 0 oder 1Korrelationen nach Spearman (N=190)
Tab. 4.15: Aufgabe G25 ‐ Korrelationen mit dem Eingangstest 




matischer  Fertigkeiten und  Fähigkeiten  eine  große Rolle. Dies wird  ja  auch
beim  e‐i‐s  Prinzip  auf  der  ikonischen  Ebene  mit  interpretierten  bildhaften
Darstellungen  mathematischer  Inhalte  vorausgesetzt.  Außerdem  ist  die
bildhafte Darstellung mit bestimmten Merkmalen eine der didaktische Stufen,
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onen.  Zwischen  dem  Item  ‘Zahlenreihe  der  Linealbeschriftung’  und  einzelnen
Teilaufgaben des Bereichs Zählen gibt es geringe Korrelationen zu Aufgabe 28
‘Zähle  bis  20!’  (r=0,259**)  und  Aufgabe  30  ‘Zähle  bis  14  in  Zweierschritten!’
(r=0,214**), was  ja  logisch  erscheint: wer  die Zahlenreihe  nicht  kennt,  kann
auch das Lineal nicht beschriften.
§ Diejenigen Kinder, die das Linealbild aus dem Gedächtnis korrekt beschriften





ihren  Eltern  auch  mit  Lern‐CD’s  versorgt;  d.h.  die  computerbasierten
Meßwerkzeuge  für  die  bevorstehende  Untersuchung  werden  von  den






Kinder  sehr  gut  (G15:  80%).  Damit  scheinen  bei  rund  80%  der  Kinder  die
grundlegenden  Fähigkeiten  zum  Arbeiten  in  den  Computermikrowelten
vorhanden  zu  sein.  Die  Ergebnisse  der  Linealaufgabe  zeigen,  dass  viele
















 a)  richtig, Schrittzahl korrekt;   b)  richtig, Schrittzahl korrekt,obwohl die
Proportionalität nicht stimmt;   c) falsch;    d) falsch;   e) falsch, die Punkte










nicht  die  Schritte  (Streckenstücke),  sondern  die  Schrittpunkte  (I.e)  bzw.  die
Zwischenpunkte (I.f) gezählt werden. 
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Bei  der  Idee  der  Proportionalität  sieht  man  die  folgenden  systematischen
Fehler: die ersten Schritte  (II.d) bzw. der  letzte Schritt  (II.e) werden zu groß
gewählt, weil man zu sehr auf die Anzahl der Schritte  fokusiert  ist und nur













Die  Boxplots  des  Gesamttests  und  der  Teiltests  zeigen  deutlich,  dass  die
Mehrzahl  der  Kinder  die  Ideen  aus  der  Einführungsstunde  aufgenommen
haben.
 Abb. 4.12: Einführungsstunde Daten ‐ Boxplot
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In der Bewertung des Gesamttests haben 75% der Kinder 21 von 24 möglichen







dass die Metapher  später  bei der Arbeit  in den Computermikrowelten  von
den Kindern benutzt wurde, um zu erklären, was sie gerade machen: ‘Der Igel




tion  einen voll  entwickelten mentalen Zahlenstrahl voraus,  auf dem Zahlen
als Relationszahlen in ihrem Kontext existieren.
§ Die Igelmetapher wurde von den meisten Kindern übernommen und genutzt.
§ Die für das Längenschätzen am Zahlenstrahl grundlegende Idee der Proportio-
nalität, die eine Koordination von Schrittzahl, Schrittlänge und Gesamtstrecke
voraussetzt, wurde von den Kindern nur in Ansätzen zusammen mit der Igelme-
tapher übernommen.
4.3 Auswertung der Computerprotokolle 








Kapitel  lediglich  einzelne  Belege  gesammelt  werden,  die  dann  im  letzten
Kapitel  in  einer  Zusammenschau  zur  Beantwortung  der  Forschungsfragen
herangezogen werden. Erst dann kann auch  ein Gesamtbild des Konstrukts
‘mentale Zahlvorstellung’ entstehen.






(zstrich0)  über  43%  (zstrich1)  auf  35%  (zstrich2).  Auch  die  Anzahlen  der
jeweils bearbeiteten Aufgaben sowie die Anzahlen richtiger Lösungen bei den
einzelnen Kindern streuen über einen weiten Bereich. Die Daten in der folgen‐
den  Tab.  4.17  wurden  aus  den  Kurzprotokollen  der  Einzelaufgaben
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Ein  Mittelwertvergleich  mit  Hilfe  des  t‐Tests  zeigt  zwar  für  alle  Gruppen
Varianzenhomogenität  (F<0,9)  aber  keine  signifikanten  t‐Werte  (t<1,4),  also
keine  Zusammenhänge  zwischen  den  untersuchten  Gruppen.  Die  nahezu
gleiche Verteilung bei den  richtigen Lösungen  in  zstrich1 und  zstrich2  lässt














Auch  die  entsprechenden Korrelationen  zwischen  der Anzahl  der  richtigen
bzw. falschen Lösungen in den drei Mikrowelten sind höchst signifikant:
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Wer die Aufgaben in zstrich1 falsch bzw. richtig bearbeitet hat, hat meist auch










Obwohl  die  Anzahl  der  bearbeiteten  Aufgaben  über  einen  weiten  Bereich
variiert,  kann  man  festhalten,  dass  die  Kinder  die  in  der  ersten  Mikrowelt
viele  Aufgaben  bearbeitet  haben,  dies  dann  auch  in  den  anderen  beiden
Mikrowelten  machen.  Die  Motivation  zur  Arbeit  am  Computer  trägt  bei




§ Diejenigen Kinder, die viele Aufgaben richtig bearbeiten, tun dies in allen drei
Mikrowelten.













was wahrscheinlich wieder  auf die  anspruchsvolleren Mikrowelten  zstrich1
und zstrich2 zurückgeführt werden kann. 














dzeit z2dzeit z1dzeit z0
                 ** Korrelation ist signifikant auf dem 0.01 Niveau.
Tab. 4.22: Bearbeitete Aufgaben und Zeit pro Aufgabe ‐ Korr
Diejenigen Kinder, die viele Aufgaben bearbeiten brauchen in allen Mikrowel‐






dzeit z2dzeit z1dzeit z0
Tab. 4.23: Richtige Aufgaben und Zeit pro Aufgabe ‐ Korr
Für  die  falschen  Lösungen  findet  man  keine  entsprechenden  signifikanten
Zusammenhänge.
§ Die Anzahl der bearbeiteten Aufgaben korreliert signifikant mit kurzen durch-
schnittlichen Bearbeitungszeiten.



















Die  Übersicht  der  aufsummierten  Strategien,  jeweils  über  alle  Aufgaben  in
den Mikrowelten, zeigt, dass die Verwendung der Strategien  in den Mikro‐
welten  im Verhältnis  relativ konstant  ist. Die Anzahl nicht erkannter Strate‐





die  einzelnen  Kinder  betrachtet,  stellt  sich  diese  im  Streifendiagramm
zunächst ähnliche Entwicklung differenzierter dar. Tab. 4.24 und die folgende
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 Strategien der Kinder in den Mikrowelten
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Strategie  1  (Suche  ab  0) wird  nur  in der Mikrowelt  zstrich0  (strat10) etwas
häufiger  gewählt.  In  den  Mikrowelten  zstrich1  und  zstrich2  kommt  diese
Strategie (strat11, strat12) selten vor. 
Bei  Strategie  2  (Suche  ab  der  Vorgabezahl)  kann  man  beim  Übergang  zu
Mikrowelt zstrich1 eine starke Abnahme erkennen (strat20, strat21). Während
in  Mikrowelt  zstrich0  die  Markierung  bei  der  Vorgabezahl  genutzt  wird,
verschwindet in der nächsten Mikrowelt diese Strategie  (Suchen ab Vorgabe)
dann nahezu  (strat21), da die Kinder  selbst entscheiden müssen ob Sie ab 0
oder  ab  10  suchen. Die Kinder gehen  eher dazu über, die Zahlen direkt  zu
suchen.  Dieser  Zwang  zur  Direktsuche  könnte  außerdem  für  den  hohen
Anteil  nicht  erkannter  Strategien  (strat01)  verantwortlich  sein.  Es  fällt  aber
auch auf, dass die Kinder nun nicht mehr auf die Minimalstrategie (Strategie
1:  Zählen  ab  0)  zurückgreifen,  sondern  wahrscheinlich  zu  Strategie  3
übergehen.






Lauf  des  Schuljahrs  die  Zahlvorstellung  und  die  Fähigkeit  am  mentalen
Zahlenstrahl  zu  operieren,  bei  den  Kindern  natürlich  weiterentwickelt.
Lerneffekte treten auf, unabhängig von der Arbeit in den Mikrowelten.
§ Kinder wählen im Durchschnitt beim Bearbeiten der drei Mikrowelten im Laufe
des Schuljahres immer häufiger die Direktstrategie 3.
§ Die in Mikrowelt zstrich2 angebotene Orientierung an 10 wirkt sich positiv auf








Diejenigen Kinder,  die  häufig Direktstrategien  (strat3x)  auswählen  tun dies
signifikant  in  allen  3  Mikrowelten.  Auch  hier  sieht  man  zwischen  den



















§ Kinder die eher die Direktstrategie 3 wählen, tun dies signifikant häufig in allen
drei Mikrowelten.
§ Bei vielen Kindern kann man beim Übergang von zstrich1 zu zstrich2 einen
Wechsel von Strategie 2 (ab Vorgabe) zur Direktstrategie 3 beobachten.
§ Die Auswahl nicht erkannter Strategien beim Durcharbeiten der Mikrowelten ist





beobachten  kann.  Auch  innerhalb  eines  Bearbeitungszyklus  werden  die
Kinder immer sicherer, haben mehr richtige Lösungen und wenden Strategie
3  sicherer  an, was  darauf  hindeutet,  dass  die mentale  Zahlvorstellung  sich
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,896**,751**richtig (z0) - Strategie 3
,825**,307**richtig (z0) - Strategie 2





det  werden  ‐  es  werden  mehr  richtige  Lösungen  konstruiert.  Während  die
häufige  Anwendung  von  Strategie  1  im  Aufgabenblock  1  eher  weniger
richtige Lösungen produziert (r= ‐0,213**), zeigt sich für den Aufgabenblock 2
eine  schwache,  positive,  aber  hoch  signifikante  Korrelation  (r=0,303**)  zur
Anzahl richtiger Lösungen. Die Anwendung von Strategie 2 zeigt eine gleich‐
falls  positive  Entwicklung  im  Aufgabenblock  2.  Bei  Strategie  3  fällt  der
Zuwachs  geringer  aus. Diejenigen Kinder,  die  Strategie  3  anwenden  haben
schon einen relativ guten mentalen Zahlenstrahl, was sich in der hohen Korre‐
lation  (r=0,751**)  im Aufgabenblock  1  zeigt.  Trotzdem  kann man  auch  hier
noch eine leichte Steigerung (r=0,898**) feststellen.




,614**,832**falsche Lösungen (alle Aufg.)






Im Vergleich mit den  richtigen Lösungen der Gesamtbearbeitung  zeigt  sich
eine Steigerung im Aufgabenblock 2, während bei den falschen Lösungen eine
deutliche  Abnahme  (r=0,832**  ...  r=0,614**)  zu  verzeichnen  ist.  Auch  die
Anwendung von Strategie 3 (direkt) nimmt zu (r=0,783** ... r=0,907**).
§ In Mikrowelt zstrich0 lassen sich im Laufe der Bearbeitung Lerneffekte nachwei-
sen. Die Anzahl richtiger Lösungen nimmt bei allen Strategien zu und falsche
Lösungen werden seltener.













heißt, dass bestimmte  Strategien  einhergehen mit der  schnellen Aktivie‐
rung der mentalen Zahlvorstellung.
 der maximalen Differenz zur gesuchten Zahl während der Suche, woraus
man  schließen  kann,  dass  die  Entscheidung  für  bestimmte  Strategien




Aufgaben  bearbeitet. Ein gegenteiliger Effekt  für  Strategie  1  lässt  sich nicht
nachweisen:
 *  Korrelation ist signifikant auf dem 0.05 Niveau. 











erfolgreicher  sind. Die  Tabelle  der Korrelationen  zeigt  folgendes  deutliches
Bild:





richtig z0%falsch z0richtig z0n=177
               ** Korrelation ist signifikant auf dem 0.01 Niveau.
Tab. 4.31: Richtige / falsche Aufgaben und Strategien ‐ Korr. 
In  Mikrowelt  zstrich0  haben  diejenigen  Kinder  viele  Aufgaben  richtig,  die
Strategie  2  oder  Strategie  3  bevorzugen  (strat20  ..  richtig  z0  und  strat  30  ..
richtig z0). Es gibt keinen Hinweis, dass Kinder, die häufig Strategie 1 wählen,
damit  zum  Erfolg  kommen  (strat10  ..  richtig  z0).  Auch  die  Kinder,  deren
Strategie  nicht  erkannt  wurde,  haben  die  Aufgaben  häufig  richtig  gelöst
(strat00  .. richtig z0). Hier ist aber auch die Chance, dass eine falsche Lösung
konstruiert wird, realtiv groß (strat00 .. falsch z0). Kinder, die häufig Strategie
3  benutzen,  finden  die  gesuchte Zahl  eigentlich  immer  (strat30  ..  richtig  z0
und  strat30  ..  falsch  z0). Wenn man  bei der Auswertung den prozentualen
Anteil  richtiger Lösungen  berücksichtigt, wird  noch  klarer, dass  Strategie  1
nicht die zielführende Strategie ist (strat10 ... richtig z0%). 










falsch z2falsch z1richtig z2richtig z1
                *  Korrelation ist signifikant auf dem 0.05 Niveau.






§ Kinder die häufig Strategie 3 wählen, bearbeiten in allen Mikrowelten eine
größere Anzahl Aufgaben.
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§ Bei der  Wahl von Strategie 1 lässt sich kein Zusammenhang mit richtigen
















dzeit z2dzeit z1dzeit z0
Tab. 4.33: Durchschnittszeit pro Aufgabe und Strategien ‐ Korr.
§ Kinder, die häufig Strategie 3 wählen, haben in allen 3 Mikrowelten sehr kurze
durchschnittliche Bearbeitungszeiten pro Aufgabe.
Strategiewahl und maximale Abweichung von der gesuchten Zahl
Für alle Kinder wurde auch für jede Aufgabe die maximale Abweichung von
der  gesuchten  Zahl  während  der  Suche  berechnet.  Wenn  man  die  Durch‐
schnittswerte  der  einzelnen  Kinder  über  alle  Aufgaben  (maxd)  in  den  drei











gen,  die  häufig  Strategie  1  (Zählen  ab  0)  wählen,  oder  eine  Strategie,
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welche nicht erkannt wird  (strat00). Außerdem haben diese Kinder eine











§ Kinder, die bei ihren Bearbeitungen eine große durchschnittliche Abweichung
von der gesuchten Zahl zeigen, wählen eher Strategie 1 und produzieren eher
falsche Lösungen. 
Strategiewahl und Zeit bis zum ersten Klick
Für  die  Mikrowelt  zstrich0  wurde  außerdem  noch  die  Zeit  bis  zum  ersten
Klick  gemessen.  Da  in  dieser  Mikrowelt  die  Vorgabe  mit  jeder  Aufgabe
variiert,  sollte die Zeit, die das Kind braucht um,  sich  in der Mikrowelt  zu
orientieren  und  seinen  mentalen  Zahlenstrahl  aufzubauen,  eine  brauchbare
Variable für Aussagen über den Entwicklungsstand des mentalen Modells der
Kinder  sein. Das mehr oder weniger  elaborierte mentale Modell der Kinder
bestimmt  dann  auch  die  Strategie, mit  der  das Kind  versucht,  die  gestellte
Aufgabe  zu  lösen. Dabei  konkurrieren  die  verschiedenen möglichen  Strate‐
gien und die Kinder übergeneralisieren häufig, versuchen also alle Aufgaben






 Diese  Kinder,  die  lange  brauchen  um  sich  zu  orientieren  (eklick_d  ist
groß),  wählen  seltener  Strategie  2  (r=  ‐0,394**)  oder  Strategie  3  (r=
‐0,604**).
 Im  Endeffekt  führt  dies  dazu,  dass  diese  Kinder  in  zstrich0  weniger
Aufgaben bearbeiten (r=  ‐0,517**) und auch seltener zu richtigen Lösun‐
gen kommen (r= ‐0,564**).
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Diese negativen Einflüsse lassen sich sogar noch beim Arbeiten in der zweiten
Mikrowelt  nachweisen. Diese  Kinder mit  der wenig  entwickelten mentalen
Zahlvorstellung, die  lange brauchen um sich zu orientieren, wählen auch  in
zstrich1 seltener Strategie 2 (r= ‐0,231*) und Strategie 3 (r= ‐0,309**; n=120).
§  Kinder, die bis zum ersten Klick viel Zeit brauchen, wählen nicht Strategie 3,
bearbeiten nicht viele Aufgaben und konstruieren eher selten richtige Lösungen.
4.3.4 Besonderheiten bei den Aufgaben in den Mikrowelten
Neben  der  Auswertung  nach  Personen  wurden  auch  die  transponierten
Matrizen  für die Auswertung nach Aufgaben herangezogen. Die zu suchen‐





ten  Strategien,  zwischen  dem  Abstand  Vorgabezahl  ‐  gesuchte  Zahl,  der














Übergang  zu  zstrich3  spielen  dann  Strategie  1  und  Strategie  2  keine  Rolle
mehr  (Quadranten  unten).  Strategie  2  (ab  Vorgabezahl)  wird  aber  in  den
Mikrowelten zstrich0 und zstrich1 häufig gebraucht  (strat20  .. strat21). Selte‐
ner wird bei Aufgaben die Zählstrategie 1 genutzt  (strat10  .. 11).   Strategie 3
kommt  in  allen  drei  Mikrowelten  bei  denselben  Aufgaben  häufig  vor.  Die
hohe Korrelation bei Strategie 3 zwischen zstrich1 und zstrich2 (strat31 .. strat
32)  ergibt  sich  aus  den  ähnlichen  Mikrowelten.  Auch  die  nicht  erkannten
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Strategien (Strategie 0) treten in allen drei Mikrowelten bei denselben Zahlen
auf.
Die  weitere,  genauere  Analyse  der  Daten  aus  Mikrowelt  zstrich1  zeigt
folgende Zusammenhänge:







 Wenn die gesuchte Zahl groß  ist wird selten mit Strategie 3 gesucht  (r=
‐0,337**), man greift statt dessen auf Strategie 1 (r=0,207*) oder Strategie 2
(r=0,341**) zurück.
 Dasselbe  gilt  für Aufgaben,  bei  denen  der  Abstand  zwischen Vorgabe
und  gesuchter Zahl  groß  ist  (strat3:  r=  ‐0,466**;  strat1:  r=0,332**;  strat2:
r=0,292**).
 Wenn die gesuchte Zahl oder der Abstand zur Vorgabe groß sind, dann
werden die Aufgaben mit  vielen Bearbeitungsschritten  gelöst  (gesucht:
r=0,510**; abstand: r=0,317**).
 Ein  großer  Abstand  zur  Vorgabezahl  führt  außerdem  zu  einer  langen




auch dazu, dass der  erste Klick  auf die  gesuchte Zahl  in der Regel  zu
kurz gesetzt wird. Der Abstand Vorgabezahl ‐ erster Klick ist dann eher
klein  (r=  ‐0,238*)   und der Abstand erster Klick  ‐ gesuchte Zahl  ist eher
groß (r= 0,543**).
 Derselbe Effekt tritt ein, wenn die gesuchte Zahl groß ist. Auch dann ist
der  Abstand  zwischen  erstem  Klick  und  der  gesuchten  Zahl  groß  (r=
0,663**).




Abstand erster Klick - gesuchte Zahl
Tab. 4.37: Abstand erster Klick (zstrich1,zstrich2) ‐ Korr.
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 Ausnahme:  In  zstrich2  wird  Strategie  3  seltener  gewählt,  wenn  die


















der  gesuchten  Zahl  (r=0,303**)  groß  ist,  mit  einem  ungenauen  mentalen
Modell bearbeitet wurden. Der mentale Zahlenstrahl der Kinder war für diese
Aufgaben wohl nicht ausreichend.
§ Bei Aufgaben, bei denen die gesuchte Zahl groß ist, wird in allen drei Mikrowel-
ten die Bearbeitung mit ungenauem ersten Klick, d.h. mit großem Abstand zur
gesuchten Zahl  begonnen.
§ Aufgaben, bei denen die gesuchte Zahl groß ist, werden nur in Mikrowelt 1 mit
Strategie 3 bearbeitet.
§ Bei Aufgaben, bei denen der Abstand zwischen gesuchter Zahl und Vorgabe-
zahl groß ist, wird der erste Klick in der Regel zu kurz gesetzt.
§ Aufgaben, bei denen die Durchschnittszeit bis zum ersten Klick groß ist, werden
eher falsch gelöst.
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4.4 Fallstudien
Die Fallstudien sollen zeigen, wie aussagekräftig die gesammelten Daten der
einzelnen  individuellen  Konstruktionen  in  den  verschiedenen  Mikrowelten
sind. Zur Darstellung der Fallstudien werden Visualisierungen der Bearbei‐
tungsprotokolle einzelner Kinder genutzt. Da die bildliche Darstellung eines
Arbeitsprotokolls  statisch  ist,  wird  diese  jeweils  durch  Beschreibungstexte
und  in Einzelfällen durch Teilbilder ergänzt. Auf diese Weise soll vermittelt
werden,  was  die  Bearbeitungsprotokolle  für  die  qualitative  Analyse  der
Bearbeitungen  einzelner  Kinder  leisten  können.  Die  einzelnen  Fallbeispiele
sind verschiedenen Kategorien zugeteilt.  Im Sinne einer qualitativen  Inhalts‐
analyse,  die  sich  allerdings  vorwiegend  mit  Textmaterial  befasst  (vgl.
[MAYRING  2003]),  wurden  die  Kategorien  aus  den  Ablaufprotokollen  und
einzelnen  Schülerbeobachtungen  während  der  Arbeit  in  den  Mikrowelten
abgeleitet.  Die  visualisierten  Ablaufprotokolle  einzelner  Kinder  sind  in
diesem Kontext dann die Ankerbeispiele, welche die Kategorien beschreiben













verschiedenen  Mikrowelten  nicht  in  der  Sicht  der  Kinder,  die  gerade  die
Aufgabe bearbeiten, dargestellt, sondern schematisiert mit Hilfsskalierungen,
welche die Kinder nicht haben. Die Orginalansichten der Mikrowelten sind in
3.2.5  (Arbeiten  in  den  Mikrowelten)  dargestellt.  Der  Ausgangspunkt  0  ist
immer  eingezeichnet  und  es  wird  immer  die  gesuchte  Zahl  (Beisp.:  g=8)
seitlich angezeigt. Die Mikrowelten unterscheiden sich in folgenden Punkten:
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 zstrich0: nur die Strecke zwischen 0 und v (Vorgabezahl) ist eingezeich‐
net,  0  und  v werden  notiert,  die  Skalierung  (Schrittweite des  Igels)  ist
immer gleich.
 zstrich1:  die  Strecke  zwischen  0  und  20  ist  eingezeichnet,  mit  einer








Die  grau  eingezeichneten  Skalierungen  und  die  Markierung  der  gesuchten
Zahl (g) sehen die Kinder bei ihrer Bearbeitung nicht.


















Klasse  2  (n2)  hatte der  Junge  in Mathematik die Note  gut  (2). Diese Daten
werden  für  jedes Kind  in  codierter Form  im Protokollkopf dargestellt  (s.u.).
Der  Vergleich  mit  den  Punktzahlen  in  den  diversen  mathematischen
Leistungstests  zeigt  dann  auch,  dass  Kinder  mit  mittleren  bis  schlechten
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Im  folgenden  Unterkapitel  werden  sechs  typische  Bearbeitungen  für  diese
Strategie dargestellt. Die Zählstrategie  ʹZählen  ab Null  in Einerschrittenʹ  ist
die  Grundstrategie  für  Operationen  am  Zahlenstrahl.  Diese  Grundstrategie
wurde  für  die  Aktionen  mit  dem  Igel  bereits  in  der  Einführungsstunde
genutzt. Es zeigt sich aber, genau wie beim Test zur Einführungsstunde, auch







Der  Rückgriff  auf  die  Grundstrategie  ʹZählen  ab  Null  in  Einerschrittenʹ  ist











Einerschritten  erkannt.  Die  wechselnde  Schrittlänge  könnte  aber  auch
dadurch erklärt werden, dass die Schülerin zwar bei 0 startet, gleichzeitig aber
auch  auf  die  Vorgabezahl  10  fixiert  ist  und  dann  mit  der  Maus  die  Mitte
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 Abb. 4.22: Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐013
Die Bewegung zur gesuchten Zahl beginnt direkt bei 1. Es  folgt eine schritt‐
weise  Mausbewegung  in  5  Schritten.  Die  Schrittweite  ist  jedoch  zu  klein,
weshalb  der  erste  Mausklick  bei  3,5  erfolgt.  Die  gesuchte  Zahl  wird  nicht









Diese  Bearbeitung  ist  ähnlich  wie  die  vorhergehende.  Auch  hier  hat  die












Mausklicks) direkt  zu  finden. Als dies nicht  zum Erfolg  führt, orientiert  sie
sich an Null und macht eine schrittweise Mausbewegung bis 6. Beim folgen‐







Die  Visualisierung  des  gesamten  Protokolls  ist  unübersichtlich,  deshalb
wurde sie zusätzlich in zwei Teilen dargestellt. In Teil A beginnt die Schülerin





zu  5,  sie  klickt dort  aber  nicht,  sondern  geht  jedes mal wieder  zurück und
klickt in der Nähe von 3 bzw. 4. Es folgt eine längere Pause bei 4 (Teil B) und





§ Kinder, die Zählstrategien ab Null nutzen, machen ihre Zählschritte meist zu
klein, da sie sich nicht an der Gesamtlänge orientieren. Die Zählschritte haben
keine relative sondern eine absolute Länge.
4.4.2 Suche ab der Vorgabezahl
Bei  den  unten  dargestellten  Strategien mit  Suche  ab  der Vorgabezahl  kann
man  deutliche  Unterschiede  zwischen  den  Kindern  feststellen.  Fast  alle
nutzen zunächst ihr Wissen über die Anordung der Zahlen und konstruieren
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Der Schüler bewegt die Maus am Zahlenstrahl  rückwärts bis 8. Der nächste
Schritt geht bis 7. Nach einer etwas längeren Pause wird die Maus genau zur










Rückwärtsgehen  mit  Klicken  ein.  Nach  acht  Mausklicks  und  schrittweiser



















Suche bei 9. Von dort aus geht  sie  schrittweise  rückwärts und  sucht, unter‐
stützt durch Mausklicks, die Zahl. Nach acht Mausklicks  ist die Zahl gefun‐
den.  Man  kann  hier  kaum  eine  Aussage  dahingehend  machen,  dass  die
Schülerin operative Zusammenhänge genutzt hat, da sie ja sofort bei 9 anfängt

















§ Die Beispiele für Strategie 2 zeigen, dass die Orientierung an der Zehner- bzw.
Zehner-Fünferstruktur erfolgreiche Konstruktionen unterstützt.
§ Bei fehlender sichtbarer Struktur (zstrich2) wird die Zehner-Fünferstruktur von
den Kindern mental konstruiert. Diese mentalen Anker können dann für die





dieser  Kinder  so  stark  ist,  dass  sie  es  direkt  auf  den  Monitor  projizieren
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Die Maus wird am Zahlenstrahl bei 15 positioniert. Dann erfolgt eine direkte




























dann  ein Korrekturschritt  zurück  zu  5 und der Mausklick  auf die gesuchte
Zahl.
§ Bei Direktstrategien werden alle möglichen Relationen des vorgegeben Kontex-
tes beachtet und mit dem mentalen Zahlenstrahl koordiniert. Als Folge entste-










Art  alternierender  Suche  kann  man  bei  Kindern,  die  mit  Klicken  suchen
häufig beobachten. Dabei hat man den Eindruck, dass das häufige Klicken,
das  sehr  schnell  durchgeführt  wird,  verhindert,  dass  die  Kinder  über  eine
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andere  Strategie  nachdenken,  da  sie  ja  durch  Klicken  früher  oder  später









folgt  eine  schrittweise Bewegung Richtung  5. Hier wird  nach  jedem  Schritt



























er  die  Suche  ab  (Teil  C)  und  bewegt  die  Maus  wieder  zurück  bis  3.  Dort





Auch  die  folgende  Bearbeitung  eines  Schülers,  der  in  den  Leistungen  der
mathematischen  Tests  eher mittelmäßig  bis  schwach  abschneidet,  führt  zur
Lösung. Er  findet nach  längerer Bearbeitungszeit und  sehr vielen Klicks die
gesuchte  Zahl.  Wohl  eher  zufällig,  als  strategisch  und  planvoll,  löst  der
Schüler die Aufgabe.
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 Abb. 4.39: Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐061
Seine  Strategie:  er  belegt  ab  20  rückwärts  den  ganzen  Zahlenstrahl  mit
Mausklicks.  Bei  der  gesuchten  Zahl  sieht  man  eine  Spitze  aus  Mausklicks.
Hier hat sich der Schüler, das Igelbild (Igel freut sich) bei der gesuchten Zahl
immer wieder anzeigen lassen. Ähnliche Klickwiederholungen kann man bei
mehreren  Schülern  beobachten,  die  die  Mikrowelt  in  ein  Computerspiel
umfunktionieren und dann mit dem Igelbild spielen.
§ Zahlensuche durch Klicken ist eine Oberflächenstrategie, die nicht zu vertieften
Einsichten über die Zusammenhänge zwischen den Zahlen in der bearbeiteten
Mikrowelt führt.
4.4.5 Strategiewechsel während der Suche
Strategiewechsel bei der Zahlensuche  sind  relativ  selten zu beobachten. Die
Kinder halten meist an der zuerst gewählten Strategie fest und wenden diese
dann bei Misserfolg einfach wiederholt an. Relativ häufig dagegen  ist der  in














Erfolg  und  sie  bewegt  die  Maus  zurück  zu  0  (Teil  B).  Es  folgt  wieder  ein
Vorwärtszählen  mit  Einerschritten  und  anschließend  eine  Suche  mit
Mausklicks  im  Bereich  zwischen  2  und  4, wieder  ohne  Erfolg. Der  nächste
Versuch beginnt nun bei 10 (Teil C). Die  ʹschrittweise Suche ab der Vorgabe‐
zahlʹ führt zu einem Mausklick bei 7, da die Schritte wieder zu klein gewählt







gie  ab Null. Wegen  zu  kleiner  Schrittweite  wird  der  erste  Mausklick  bei  3
gesetzt. Nach einem weiteren Mausklick bei 4 bricht sie die Strategie ab und
bewegt  den Mauszeiger  in  die Mitte  zu  10,  von wo  aus  sie  nun, mit  einer





§ Leistungsschwächere Kinder, die kein gutes mentales Modell des Zahlenstrahls
haben, machen eher Strategiewechsel während der Bearbeitung. Die gewählten




gesuchte Zahl  nicht  finden. Dann werden die  Strategien meist  noch  einmal
überdacht, was zu einer Unterbrechung der Suche  führt. Dieses Überdenken













































§ Pausen während der Suche dienen der Orientierung am Zahlenstrahl, bzw. der
Aktivierung des mentalen Modells.
4.4.7 Suche ohne Strategie
Die Kinder bei denen keine Strategien zu beobachten  sind, erreichen  in den
mathematischen  Leistungstests  (Eingangstest,  Abschlusstest)  meist  nur
geringe  bis  mittlere  Punktzahlen.  Außerdem  sind  dies  häufig  Kinder,  die






















über  die Zahlen  am Zahlenstrahl  im  jeweiligen Kontext  auf.  Es  lassen  sich
auch motorische Verbesserungen,  also der  Fähigkeiten  im Umgang mit der
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Maus  beobachten  (c).  Innerhalb  einer  Bearbeitungssequenz  kann  man  die
Aufgaben 5 und 28 gut vergleichen, da die Aufgaben identisch sind (c und d).
Weitere Beispiele zu ʹLernen während der Bearbeitungʹ finden sich auch unten











ten Zahl  führt. Zwischen beiden Bearbeitungen  lag  eine  längere Zeitspanne
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 Abb. 4.49: Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a28‐114
Diese beiden Bearbeitungen hat ein Schüler am selben Tag, direkt hintereinan‐












Bearbeitungssitzung  vor.  Bei  beiden  Aufgaben  ist  die  Vorgabezahl  8,  die
gesuchte Zahl ist 6.  Während die Schülerin bei Aufgabe 5 noch große Positio‐
nierungsprobleme hat und  eine Strategie nicht  zu  erkennen  ist, geht  sie bei
Aufgabe 28 sehr direkt zur gesuchten Zahl und  findet diese mit dem ersten
Klick.





Bei Aufgabe  5  orientiert  sich  der  Schüler  zunächst  an Null  und  geht  dann
vorwärts  zur  gesuchten  Zahl  6.  Bei  der  Lösung  von  Aufgabe  28  wird  der
Mauszeiger direkt zu 6 bewegt.
§ Lerneffekte während der Bearbeitung zeigen sich in genaueren, verkürzten




verschiedenen  Mikrowelten  dargestellt.  Hierzu  wurden  die  vollständigen
Bearbeitungen  von  je  zwei  Schülern  und  Schülerinnen,  jeweils  aus  dem
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a) Daten 118 (Marco)









einen Computer  zu haben und damit  zu  spielen. Nahezu  alle visualisierten
Bearbeitungsprotokolle der Mikrowelten zeigen aber, dass er grosse Probleme










































der Eingangsuntersuchung wie  auch  in der Schlussuntersuchung  lagen  ihre
Punktzahlen im unteren Viertel, in der Einführungsstunde knapp darüber.
























Bei der Bearbeitung von Mikrowelt zstrich1 zeigen  sich  in Aufgabe 5  (Abb.
4.60)  erste  Ansätze  einer  schrittweisen  Strategie  ab  Null.  Chiara  versucht
mehrmals von Null  aus, die Maus  schrittweise vorwärts  zu bewegen. Beim
dritten Versuch wird die Maus  in 6 Schritten von 1 aus Richtung 10 bewegt.
Da  die  Schrittweite  aber  zu  klein  gewählt  ist,  erfolgt  der  erste Klick  bei  3.
Nach einer Neupositionierung der Maus erfolgt ein weiterer Klick an dieser
Stelle, dann wird die Bearbeitung abgebrochen. 
















Zahlenraum  bis  20  rechnen.  Die  Bearbeitungen  zeigen  immer  noch  schritt‐
weise Strategien, die Schrittweite ist immer noch nicht mit der Gesamtstrecke
und der Gesamtzahl der Schritte koordiniert und deshalb zu kurz. Die Schüle‐
rin  schafft  es aber  trotzdem,  in beiden Aufgaben die Zahl zu  finden, da  sie
nach  dem  ersten  erfolglosen  Mausklick  mit  weiteren  Klicks  in  die  richtige
Richtung sucht, bis sie die Zahl gefunden hat. In der ersten Bearbeitung (Abb.
4.62) sieht man außerdem einen Strategiewechsel. Nach erfolgloser Suche ab



























bei  der  gesuchten  Zahl.  Die  zweite  Bearbeitung  (Abb.  4.65)  zeigt  dasselbe









dies,  indem er mit Klicks Richtung 10 sucht. Die  letzte Bearbeitung  ist etwas
genauer,  er muss  nur  noch  zweimal  ʹSuchen  und Klickenʹ  um  die Zahl  zu
finden. 
Bei allen Bearbeitungen hat man den Eindruck, dass Markus  ein  sehr gutes








versucht  eine  Direktstrategie  und  klickt  bei  4  ,  danach  bei  5  ohne  Erfolg.
Anschließend  sucht  er  weiter  Richtung  Null  und  klickt  noch  bei  3  und  2
mehrmals,  um  die  Bearbeitung  dann  abzubrechen. Die  zweite  Bearbeitung,
Vorgabe 10, gesucht ist 5, wird direkt gelöst. Bei Aufgabe 28 sieht man wieder
das Bearbeitungsmuster von Aufgabe  5, die  ja  identisch  ist. Der  erste Klick
erfolgt bei  4, dann bei  5 und  schließend wird Richtung Null weitergesucht.
Diesmal  erfolgt  aber  kein  Abbruch,  sondern  Markus  setzt  nun  die  Suche
hinter  5 Richtung  10  fort und  findet beim nächsten Mausklick die gesuchte
Zahl.  Diese Korrektur  einer  falschen  Strategie  zeichnet  erfolgreiche  Schüler
aus.  Sie  versuchen  nicht  dieselbe  untaugliche  Strategie  immer  wieder








Klicks)  wieder  abgebrochen.  Die  letzten  beiden  Bearbeitungen  von Markus
zeigen  dann  aber  jeweils  Direktstrategien,  die  beim  ersten  Mausklick  zum
Erfolg  führen. Bei  beiden Bearbeitungen  gelingt  es Markus  sehr  genau, die
richtige Länge abzuschätzen und den Ort der gesuchten Zahl zu bestimmen.
Dahinter  steht  ein  in  diesem  Bereich  bis  20  voll  funktionsfähiger  mentaler
Zahlenstrahl.
d) Daten 174 (Anna)


















zu  kleinen  Schritten  zurück  zu  7 und  klickt.  Sie  korrigiert  sich,  bewegt die
Maus weiter bis 6 und findet die gesuchte Zahl. Bei der zweiten Bearbeitung
(Abb. 4.76) geht sie zunächst direkt zur gesuchten Zahl, korrigiert sich dann
aber  und  setzt  den  Mauszeiger  auf  die  Vorgabezahl.  Von  dort  geht  sie  in
Schritten zur gesuchten Zahl und schließt die Suche mit einem Mausklick ab.
Aufgabe  12  wird  in  beiden  Bearbeitungen  mit  einer  Direktstrategie  gelöst.
Aufgabe 28 wird wie Aufgabe 5 jeweils durch Rückwärtsgehen ab der gesuch‐
ten Zahl bearbeitet.
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Bei allen Bearbeitungen von Anna zeigt sich eine sehr gute mentale Vorstel‐








weisen  Strategie  vorwärtszugehen.  Nach  einer  kleinen  Korrektur  klickt  sie
exakt auf die gesuchte Zahl. Die zweite Bearbeitung beginnt  sofort bei Null










auch hier  gelingt  es Anna  bei den  ersten  beiden Aufgaben,  ausgehend von
Null,  die  gesuchte  Zahl  beim  ersten  Klick  exakt  zu  treffen.  Bei  der  letzten






§ Leistungsschwächere Kinder suchen ohne Strategie bzw. halten an nicht
zielführenden Strategien fest. Sie sind nicht sehr flexibel in ihrer Strategiewahl.
§ Leistungsschwächere Kinder brauchen viele Mausklicks, um eine Lösung zu
finden. Ihre Bearbeitungen zeichnen sich durch eher zielloses Herumsuchen
aus.
§ Bei leistungsschwächeren Kindern bilden sich Direktstrategien nur langsam
aus.
§ Leistungsstarke Kinder finden die gesuchte Zahl schnell, sie brauchen wenig
Mausklicks.
   Kapitel 4:  Ergebnisse der Einzeluntersuchungen   231
§ Leistungsstarke Kinder sind in ihrer Strategiewahl sehr flexibel. Sie erkennen
untaugliche Strategien. Sie suchen je nach Anforderung vorwärts oder
rückwärts.
§ Leistungsstarke Kinder gehen relativ schnell zu Direktstrategien über. Sie




DEMAT wird  als Gruppentest  in  einer Unterrichtstunde  im Klassenzimmer


















Subtests  sind  rechtsschief  verteilt,  trennen  also  in  den  Teilbereichen  die
leistungsstarken Kinder nicht sehr scharf, so dass Aussagen zu Leistungen in
einzelnen Teilbereichen nicht besonders aussagekräftig sind. Verschärft wird
dies durch die geringe Breite der Punkteverteilung  (min. 0  ‐ max. 5)  in den
Subtests.   Die oberen Hälften  aller Ergebnisse unterscheiden  sich meist nur
um einen Punkt.











gien  einzelner  Kinder  bei  der  Bearbeitung  der  verschiedenen  Aufgaben
aufzudecken. Die quantitative Auswertung der Daten  zeigt  eher  allgemeine
Grundmuster und Vorgehensweisen wie z.B., dass die Wahl der Direktstrate‐
gie  (Strategie  3)  zusammenhängt  mit  der  häufig  richtigen  Bearbeitung  der
Aufgaben oder dass die häufige Wahl der Zählstrategie (Strategie 1) weniger
häufig  zu  richtigen  Ergebnissen  führt.  Damit  lassen  sich  zwar  allgemeine
Aussagen  zur  mentalen  Zahlvorstellung  machen,  man  erhält  aber  keine
Hinweise, um einzelne Kinder gezielt fördern oder unterstützen zu können.
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Individuelle Strategien können nur erkannt werden, wenn man sich zusätzlich
zu den kumulierten Daten gezielt die Visualisierungen der Protokolle einzel‐











für  die  Kinder  zwischen  Eingangstest  (eu)  und  Abschlusstest  (su)  sowie
zwischen  Eingangstest  und  Einführungsstunde  (es)  schwache,  aber  hoch
signifikante Korrelationen nachweisen. Keine Ergebnisse bringt ein Vergleich
von  Einführungsstunde  und  Abschlusstest.  In  der  folgenden  Tabelle  (Tab.












Einführungsstunde (es)n = 179
                *  Korrelation ist signifikant auf dem 0.05 Niveau.




Teilbereichen  ʹMerkmale  erkennenʹ,  ʹLängen  vs.  Anzahlen  schätzenʹ  und
ʹZählenʹ aus dem Eingangstest korrelieren. Das Erkennen der Proportionalität,
also  der  richtigen  Schrittlänge  im  Zusammenhang  von  Gesamtstrecke  und
Schrittzahl,  scheint  hauptsächlich  von  diesen  drei  Faktoren  bestimmt  zu
werden,  wobei  der  Teilbereich  Längen  vs.  Anzahlen  schätzen  können  den
höchsten Wert (r=0,325**) aufweist. Hier sind es besonders die Aufgaben eu07
(Eins‐zu‐Eins‐Zuordnung: r=0,235**),  eu23 (Längenvergleich Würfelturm und
Würfelschlange:  r=0,241**))  und  eu35  (Zuglänge  mit  Cuisenaire‐Stäben
abschätzen: r=0,238**).
Auffällig  ist  auch, dass  zwischen dem Teilbereich Zählen und der  richtigen
Schrittzahl  in  der  Einführungsstunde  kein  Zusammenhang  nachgewiesen
werden  kann.  Dies  mag  daran  liegen,  dass  in  der  Einführungsstunde  nur
Schrittzahlen im Bereich bis 10 produziert werden mussten und als Zählstrate‐
gie nur das Vorwärtszählen in Einerschritten gebraucht wurde. Diese minima‐















Einführungsstunde (es)n = 179
                *  Korrelation ist signifikant auf dem 0.05 Niveau.
                ** Korrelation ist signifikant auf dem 0.01 Niveau.
Tab. 5.02: Eingangstest ‐ Einführungsstunde Korr. Aufgaben
§ Kinder mit guten Ergebnissen in den Aufgabengruppen 'Zählen', 'Längen vs.
Anzahlen schätzen' und  'Merkmale erkennen' sind auch erfolgreich beim










r=0,514**)  hin,  die  signifikant  hohe  Korrelationen  zeigen.  Im  Vergleich  der
Daten aus dem allgemeinen Teil der Eingangsuntersuchung mit den anderen

















Eingangstest (eu)n = 186
                *  Korrelation ist signifikant auf dem 0.05 Niveau.
                ** Korrelation ist signifikant auf dem 0.01 Niveau.
Tab. 5.03: Eingangstest ‐ Abschlusstest: Korr.
Wie zu erwarten gibt es zwischen den Bereichen, die im Eingangstest geprüft





man  zwischen  den  Teilbereichen  ʹZahlenraumʹ  (ZR)  und  ʹLängenrelationen
erkennen und schätzenʹ (r=0,376**). Hier sind es besonders die Aufgaben eu11
(Stöckchenlänge  und  Hundegröße:  r=0,263**)  und  eu19  (Längenvergleich
Strecke und nicht orientierte Bleistifte: r=0,286**) des Eingangstests. Bei beiden






Bereich  ʹZählenʹ  (r=0,370**)  lässt  sich  vom  Aufgabentyp  her  erklären.  ʹTeil‐
Ganzesʹ wird über Platzhalteraufgaben  (z.B.: 5+_=6+2 oder 9‐3=_+2) getestet.
Diese  Aufgaben  lösen  die  Kinder  durch  Vorwärts‐Rückwärts‐Zählen.
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Entsprechend zeigt auch Teilaufgabe eu32 (Rückwärtszählen ab 17: r=0,394**)
die höchste Korrelation mit TG.
§ Gute Fertigkeiten im Teiltest 'Zählen' der Eingangsuntersuchung sind eine
Grundlage für eine zukünftige positive Entwicklung.
§ Besonders Kinder mit weitergehenden Zählfertigkeiten (bis 14 in Zweierschrit-















§ Sogar noch am Ende von Klasse 2 sind die Kinder erfolgreich, die beim Teiltest






Mikrowelt  (zstrich0).  Für die nicht  erkannten  Strategien  (strat00)  kann man
keine  Korrelationen  nachweisen,  wohl  aber  für  die  drei  anderen,  von  den
Kindern verwendeten Strategien.














ger  Nutzung  der  Strategien  2  (ab  Vorgabezahl:  r=0,204**)  und  3  (direkt:
r=0,274**). Aus dem Eingangstest zeigen wieder die Aufgabenbereiche ʹMerk‐
male erkennenʹ und  ʹZählenʹ schwache aber hoch signifikante Korrelationen.
Diejenigen Kinder,  die  gut  zählen  können, wählen  gerade  nicht  Strategie  1
(Zählstrategie ab Null: r= ‐0,235**) häufig, sondern eher Strategie 2 (ab Vorga‐
be: r=0,226**) oder Strategie 3 (direkt: r=0,225**).
Strategie  1  (ab  Null)  korreliert  außerdem  negativ  (r=  ‐0,256**)  mit  dem
Abschlusstest. Diejenigen Kinder, die dagegen Strategie 2 gewählt haben, sind
auch  im  Abschlusstest  erfolgreicher  (r=0,216**)  und  zwar  besonderes  beim
Teiltest  Zahlenraum  (ZR:  r=0,287**).  Die  Defizite  der  Zahlvorstellung  bei











operieren  ab  der  Vorgabezahl  (strat20)  oder  direkt  (strat30).  Sie  bearbeiten
viele Aufgaben, haben viele Aufgaben richtig und haben bei der Suche keine
große Abweichung von der gesuchten Zahl (maxd).









stabil.  Dass  diese  Kinder  mit  den  großen  Abweichungen  gleichzeitig  auch






Alle  Kinder  mit  geringen  Abweichungen  von  der  x‐Achse  haben  beim
Eingangstest  und  sogar  noch  beim  Abschlusstest  signifikant  die  höheren
Punktzahlen erreicht.
Auch bei den Strategien in zstrich1 zeigt sich ein Zusammenhang zur Abwei‐
chung  von  der  x‐Achse.  Diejenigen  Kinder,  die  Strategie  3  (direkt)  häufig
wählen, haben geringe Abweichungen (r= ‐0,460**), während bei den Kindern,
die  häufig  Strategie  1  (ab  Null)  wählen,  die  Abweichungen  groß  sind
(r=0,201**). 
§ Kinder, die in den Mikrowelten häufig Strategie 3 wählen, haben auch beim
mathematischen Eingangstest und beim Abschlusstest höhere Punktzahlen
erreicht.
§ Kinder, die beim Eingangstest im Bereich 'Zählen' und beim Abschlusstest
erfolgreich sind, wählen gerade nicht Strategie 1 sondern Strategie 2 bzw. 3.
§ Kinder, die bei den mathematischen Tests erfolgreich sind, arbeiten in den
Mikrowelten erfolgreicher und genauer. Sie haben mehr richtige Lösungen und
eine geringere Abweichung von der gesuchten Zahl.
5.2.2 Einzelaspekte
Ähnliche  Werte  wie  für  die  Strategien  erhält  man,  wenn  man  die  Anzahl
richtiger Lösungen in den Computermikrowelten mit dem Eingangstest korre‐
liert. Hier  zeigen  sich wieder nur  für  zstrich0  signifikante Werte, wieder  in
den  Bereichen  ʹMerkmale  erkennenʹ  (r=0,210**)    und  ʹZählenʹ  (r=0,211**).
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Außerdem zeigt  sich eine geringe, aber höchst  signifikante Korrelation zum
Teiltest ʹProportionalitätʹ der Eingangsstunde (r=0,212 **).















Kinder die  lange brauchen um  sich  zu  orientieren und den  ersten Klick  zu
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Wer Strategie 1 häufig wählt, hat   die Aufgaben eu08  (Ordnung: Kästen mit









die  frühzeitige  Verfügbarkeit  von  mathematischem  Grundwissen  und  von
Strategien  beim  Eingangstest  langfristige  Auswirkungen  über  die  gesamte
Eingangsklasse und sogar noch in Klasse 2 hat.
§ In den Mikrowelten haben diejenigen Kinder viele richtige Lösungen, die in den
Teilbereichen 'Zählen', 'Merkmale erkennen' und 'Proportionalität' der mathema-
tischen Tests erfolgreich waren.
§ Geringe Durchschnittszeiten bis zum ersten Klick in der ersten Mikrowelt gehen
gleichzeitig einher mit hohen Punktzahlen in den mathematischen Tests. Diese
Kinder können ihre mentalen Modelle und ihr Wissen schnell aktivieren.
§ Kinder, die ihre mentalen Modelle schnell aktivieren können, bearbeiten auch
Aufgaben mit vielen Merkmalen bzw. Objekten in unterschiedlichen Ausprägun-
gen aus dem mathematischen Eingangstest erfolgreich.
§ Kinder, die im mathematischen Eingangstest die Linealaufgabe gut bearbeitet
haben, wählen in Mikrowelt zstrich3 häufiger  die Direktstrategie.
5.3 Geschlechtsspezifische Effekte
5.3.1 Darstellung der Daten
Die  wenigen,  in  diesem  Unterkapitel  dargestellten  geschlechtspezifischen
Unterschiede  sind  nicht  Ergebnis  einer  gezielten,  systematischen  Suche  im
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 bei der Mathematiknote (Note: Ende Klasse 2) 
zeigt nur minimale Unterschiede zwischen Jungen und Mädchen. Der Median




Geschlechtsspezifische  Unterschiede  zeigen  sich  nicht  generell  und  fallen
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dass die Abnahme der Anzahlen  bei  Jungen und Mädchen  nahezu parallel
verläuft. 
Wenn man die Mittelwerte (Tab 5.09) betrachtet, fällt auf, dass die Mädchen in
den  ersten  beiden  Mikrowelten  etwas  schlechter  abschneiden  aber  in  der
letzten Mikrowelt plötzlich besser sind als die Jungen. Eventuell resultiert dies
aus der starken Abnahme der Anzahlen bis zu Mikrowelt zstrich2 ‐ es arbei‐
ten  am  Ende  nur  noch  die  interessierten  und  guten  Schülerinnen  in  der
Computermikrowelt. Darauf  deutet  auch  die,  im Vergleich mit  den  Jungen
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Mädchen  wählen  in  Mikrowelt  zstrich0 im  Mittel  häufiger  die  sichere
Standardstrategie 1, die schon  in der Einführungsstunde vorgegeben wurde.
In  den  folgenden  Mikrowelten  sind  die  Werte  für  Jungen  und  Mädchen
vergleichbar.  Die  Wahl  von  Strategie  1  in  Mikrowelt  zstrich0  durch  die
Mädchen  ist  hoch  signifikant  (r=0,203**;    n=176).    In  der  ersten  Mikrowelt
zeigen  sich  außerdem  noch  weitere  geschlechtsspezifische  Korrelationen.
Mädchen  lösen weniger Aufgaben richtig  (ri_z0: r=  ‐0,156*; n=174), brauchen







Jungen  diese  Strategie  anzuwenden.  Bei  Strategie  3  sieht  man  für  alle  drei
Mikrowelten bei den Mädchen eine Zunahme, so dass sie diese Strategie am




spezifische Effekte. Schon bei der Eingangsuntersuchung  lassen  sich  leichte,
aber hoch signifikante Unterschiede feststellen:
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 Beim Rückwärtszählen ab 17  (eu32) schneiden die Mädchen  signifikant
schlechter ab (r=‐0,271**; n=190).
Wenn man die Populationen Mädchen und Jungen getrennt betrachtet, dann
fällt  auf, dass bei den  Jungen besonders der Bereich  ʹMerkmale  erkennen...ʹ
des  Eingangstests  mit  vielen  richtigen  Lösungen  in  der  Mikrowelt  zstrich0
korreliert  (r=  0,275**; n=93). Bei den Mädchen dagegen  sind  es die Bereiche




Vermutung  auch  durch  entsprechende  Korrelationen  beim  Gebrauch  von
Strategie 3 in Mikrowelt zstrich 0:
 Jungen: strat30 ‐ Merkmale erkennen (r=0,301**; n=94);
 Mädchen:  strat30  ‐  Längenrelationen  schätzen  (r=0,315**;  n=82)  und
strat30 ‐ Zählen (r=0,289**; n=82).
Beim Abschlusstest am Ende von Klasse 1 schneiden die Mädchen insgesamt
signifikant  schlechter ab als die  Jungen  (r=  ‐0,289**; n=186). Dieses zunächst
bedenkliche  Ergebnis  entsteht  aber  offensichtlich  durch  die  hohe  negative
Korrelation  zwischen  Geschlecht  und  dem  ersten  Subtest  (MZ:  r=‐0,721**;
n=190). Man muss  dies wahrscheinlich  so  interpretieren,  dass die Mädchen
nicht so gut  in den Test starten wie die Jungen. Eventuell gewöhnen sie sich





tikunterricht  gibt.  Darauf  weist  auch  GEARY[1994,  192ff.]  in  einer
Zusammenschau vieler Gender‐Untersuchungen hin:  ʹ...  there  are... no gender
differences  in  the preschool childrenʹs counting skills and conceptual understanding
of counting, number and artihmetik... the results are robust across studies and across
cultures.ʹ Auch gegen Ende der  ersten Klasse zeigen  sich  in amerikanischen
Untersuchungen noch keine Unterschiede: ʹThus at least for solving simply arith‐
metic problems, elementary school boys and girls do not appear to differ substantively
in  strategy  choicesʹ[a.a.O.,  194].  Gegen  Ende  der  Grundschulzeit  sind  dann
geschlechtsspezifische  Unterschiede  in  Teilbereichen  des  Mathematikunter‐
richts zu beobachten  (z.B.  ʹsolving aritmetical and algebraic word problemsʹ und
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lenspezifische  Sozialisationsprozesse,  die  dazu  führen,  dass  sich  Mädchen








ihre  Ideen  vollständig  strukturiert  haben.  Sie  finden  die  vollständige
Lösung durch Analyse und Modifizierung von Teillösungen. Sie zeigen
eine eher ʹsequentielleʹ experimentelle Vorgehensweise.
Die  wenigen  geschlechtsspezifischen  Ergebnisse  in  den  hier  untersuchten
Klassen scheinen diese Aussagen zu bestätigen:
Mädchen  starten  in Mikrowelt  zstrich0  zunächst  eher mit der  ʹprimiti‐
venʹ Zählstrategie 1  (Zählen  ab Null).  In den  folgenden beiden Mikro‐
welten bauen sie ihr Konzept (mentaler Zahlenstrahl) aus und sind dann
in der  letzten Mikrowelt mit  ihrer Direktstrategie  erfolgreicher  als die
Jungen.  Mädchen  brauchen  aber  insgesamt  länger  und  auch,  um  den
ersten Klick  zu  setzen, mehr Zeit. Diese,  im Vergleich mit den  Jungen
längere Zeit, brauchen sie nach V.ASTER [a.a.O.] um jeweils ihren konzep‐





ein  Gesamtbild  zu  entwerfen.  Dabei  ist  das  vorrangige  Ziel  nicht,  ein
möglichst vollständiges und umfassendes Bild zu zeigen, sondern Teilaspekte
und  Zusammenhänge  darzustellen  und  zu  diskutieren,  sowie  die  noch
vorhandenen  Lücken  und  Defizite  zu  benennen  und  dadurch  weitere
Forschungsansätze  in  den  beiden  Teilbereichen  ‘Zahlvorstellung  und
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In den  gesammelten Daten  zeigen  sich  allerdings große  individuelle Unter‐
schiede,  nicht  nur  bei  der  mentalen  Zahlvorstellung  sondern  auch  bei  den
Quantitäten  und  bei  motivationalen  Aspekten.  Es  gab  Kinder,  die  in  den
Freiarbeitsphasen nur eine oder zwei Mikrowelten bearbeitet haben, während
andere Kinder  einzelne Mikrowelten  sogar mehrfach  bearbeiteten.  Einzelne
Kinder haben  in  einer  Sitzung  100 Aufgaben  bearbeitet,  andere  gerade mal
fünfzehn oder zwanzig Aufgaben. Daraus kann man schließen, dass Compu‐
termikrowelten  nicht  alle  Kinder  ansprechen.  Die  Mikrowelten  müssen  in
Freiarbeitsphasen mit anderen Lernmaterialien und mit Spielen konkurrieren,






Computer  sind  für  sie  ein Arbeitsmittel unter  anderen. Allerdings müssten
die Lehrkräfte den didaktischen Ort des Computereinsatzes bestimmen. Nur
als Arbeitsmittel  zum Üben  im offenen Unterricht und  in Freiarbeitsphasen
eingesetzt, werden die Möglichkeiten, die dieses neue Medium bietet, sicher
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nicht  voll  ausgenutzt.  Vor  allem  der  Einsatz  des  Computers  als Visualisie‐
rungsmedium  und  Forschungs‐  oder  Diagnoseinstrument,  um  individuelle
Lerndaten über einzelne Schüler zu sammeln und individuelles Lernverhalten















Aspekte  qualitativer  Art.  Diejenigen  Kinder,  die  viele  Aufgaben  richtig
bearbeiten, tun dies in allen drei Mikrowelten. Diese Kinder sind gleichzeitig
auch  diejenigen,  die  in den mathematischen  Leistungstests  gut  abschnitten.
Die  Computermikrowelten  scheinen  also  eher  leistungsstarke  Kinder
anzusprechen und diese Kinder können dann auch selbständig darin arbeiten.




Weiter  zeigt  sich,  dass  die  Kinder,  die  in  den  Mikrowelten  ihre  Lösungen
schnell  finden,  dabei  viele  richtige  Lösungen  konstruieren  und  auch  viele
Aufgaben bearbeiten. Diese erfolgreichen Kinder üben  im Vergleich mit den
weniger  erfolgreichen  Kindern  mehr,  sie  profitieren  von  den  Mikrowelten
stärker.  Diese  Problematik  der  schwächeren  Schüler  zeigt  sich  auch  daran,
dass die Auswahl nicht erkannter Strategien beim Durcharbeiten der Mikro‐
welten bei dieser Gruppe, der nach dem Leistungstest  schwächeren Kinder,
signifikant  ist.  Diese  Kinder  wählen  keine  der  automatisch  vom






die  Pausen  während  der  Suche,  welche  der  Orientierung  am  Zahlenstrahl,
bzw.  der  Aktivierung  des  mentalen  Modells  dienen,  findet  man  eher  bei
leistungsschwachen  Kindern.  Diese  Kinder  brauchen  viele  Mausklicks,  um
eine Lösung zu finden. Ihre Bearbeitungen zeichnen sich durch eher zielloses







Zählstrategien  lösen  und  sehr  langsam  zu  Direktstrategien  übergehen.  Der
Grund hierfür scheint in Defiziten bei verschiedenen mathematischen Grund‐
fähigkeiten  zu  liegen,  die  in  den  folgenden  Unterkapiteln  herausgearbeitet
werden  sollen.  Die  Computermikrowelten  können  individuelle  Lerndaten





Bei  dem  Teiltest  ʹProportionalitätʹ  der  Einführungsstunde  sind  die  Kinder
erfolgreich, die  auch  beim mathematischen Eingangstest  gute Ergebnisse  in
den Aufgabengruppen  ʹZählenʹ,  ʹLängen vs. Anzahlen schätzenʹ und    ʹMerk‐
male erkennenʹ zeigen. Die Proportionalität, also das Erkennen der richtigen




matischen  Eingangstest  in  den  Teilbereichen  ʹZählenʹ,  ʹMerkmale  erkennenʹ
und  ʹProportionalitätʹ  erfolgreich  waren.  Der  Aufgabenbereich  ‘Merkmale
erkennen’ des mathematischen Eingangstests bildet  sicher Grundfähigkeiten
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ab,  welche  die  Kinder  brauchen,  um  ein  brauchbares  mentales  Modell  des
Zahlstrahls aufzubauen. 
DEHAENE  beschreibt  sein  zentrales  Modul  der  analogen  Zahlrepräsentation
ebenfalls  als  mentale Repräsentation  von  Zahlgrößen,  in  denen Zahlwissen














reicher. Die  Fähigkeit,  verschiedene Merkmale  erkennen und unterscheiden
zu können, Objekte aufeinander zu beziehen und voneinander zu unterschei‐
den scheint eine grundlegende Voraussetzung   für gute mentale Zahlvorstel‐








gleich  skalierten  Längen  immer  besser  abzuschätzen  und  finden  so  die
gesuchte  Zahl.  Diese  angeborene  Fähigkeit  zum  Schätzen  wird  auch  von
DEHAENE dargestellt, der Experimente zitiert, wo bei Anzahlschätzungen die
Vorgabe  von  Orientierungsanzahlen  die  Schätzergebnisse  stark  verbessert.
Beim ʹLängen schätzenʹ in Mikrowelt zstrich0 scheinen ähnliche Effekte aufzu‐
treten.  Jede  richtig  geschätzte,  gefundene Zahl  gibt dem Kind  eine positive
Rückmeldung und gleichzeitig Orientierung für die nächste Schätzung.  
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In den Mikrowelten  lassen sich aber auch die gegenteiligen Effekte nachwei‐
sen. Kinder, die bei ihren Bearbeitungen eine große durchschnittliche Abwei‐




bei denen der Abstand  zwischen  gesuchter Zahl und Vorgabezahl  groß  ist,
wird der erste Klick in der Regel zu kurz gesetzt. Die Kinder verschätzen sich
weil  sie  unter  Beachtung  der  beiden  Zahlen  diese  längere  Strecke  mental
verkürzen (vgl. 1.3.3), statt den richtigen Ort der gesuchten Zahl über Relatio‐
nen  und  operationale  Zusammenhänge  zu  rekonstruieren.  Dies  alles  lässt
darauf  schließen,  dass  ʹLängen  schätzenʹ  keine  angeborene  Fähigkeit  ist,
sondern, wie z.B. das Zählen und andere mathematische Grundfertigkeiten,
erlernt und geübt werden muss.
Die,  bei  den  mathematischen  Tests  erfolgreichen  Kinder,  arbeiten  in  den
Mikrowelten genauer. Sie haben mehr richtige Lösungen und eine geringere
Abweichung  von  der  gesuchten  Zahl.  Kinder,  die  Zählstrategien  ab  Null
nutzen,  machen  ihre  Zählschritte  meist  zu  klein,  da  sie  sich  nicht  an  der
vorgegebenen  Gesamtlänge  orientieren.  Die  Zählschritte  haben  dann  keine
relative sondern eine absolute Länge. Diese Kinder können keine Relationen
zwischen  Vorgabezahl,  Anzahl  und  vorgegebener  Strecke  herstellen.  Bei
Direktstrategien dagegen werden alle möglichen Relationen und Längenver‐
hältnisse  des  vorgegeben  Kontextes  beachtet  und  daraus  wird  ein  genauer
mentaler  Zahlenstrahl  konstruiert.  Die  Zahlen  werden  als  Relationszahlen
gebraucht.
5.4.5 Zählfertigkeiten und Zahlvorstellung (M3)
Neben den Aufgabenbereichen  ‘Merkmale erkennen’ und  ‘Längen  schätzen’
des  mathematischen  Eingangstests  ist  auch  der  Bereich  ‘Zählen’  einer  der
Grundbereiche in dem Kinder Fähigkeiten für eine gute mentale Zahlvorstel‐
lung  erwerben. Gute  Fertigkeiten  im  Teiltest  ʹZählenʹ  der  Eingangsuntersu‐
chung  sind eine Grundlage  für eine zukünftige positive Entwicklung. Sogar
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Zählen  bildet  eine  wichtige  Grundlage  für  weitergehende  mathematische
Fähigkeiten  und  auch  für  den  Aufbau  eines  funktionsfähigen  mentalen
Zahlenstrahls.  Dies  zeigt  sich  in  vielen  Einzelergebnissen  der  vorliegenden
Arbeit,  wo  gerade  die  Kinder,  die  gute  Zählfertigkeiten  haben,  erfolgreich
sind. Diese Kinder, die beim Eingangstest im Bereich  ʹZählenʹ und außerdem
beim Abschlusstest erfolgreich sind, wählen in den Mikrowelten gerade nicht
die  Zählstrategie  1,  sondern  eher  Strategie  2  oder  3.  Bei  den  Kindern,  die










Analysen. Möglich  sind  sowohl  quantitative wie  auch  qualitative Analysen
bis hin zu individuellen Einzelfallanalysen.





ten  eine  größere  Anzahl  Aufgaben  und  sind  dabei  auch  erfolgreicher.  Die
Frage ist allerdings, wie sich im Laufe der Zeit diese Direktstrategie, also das
Operieren  mit  einem  vollständig  funktionsfähigen  mentalen  Zahlenstrahl
ausbildet.
Bei  vielen  Kindern  kann  man  beim  Übergang  von  Mikrowelt  zstrich1  zu
zstrich2  einen  Wechsel  von  Strategie  2  (ab  Vorgabe)  zur  Direktstrategie  3




unterstützen.  Bei  fehlender  sichtbarer  Struktur  (zstrich2)  muss  die
Zehner‐Fünferstruktur  von  den  Kindern  mental  konstruiert  werden.  Diese
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mentalen  Anker  können  dann  für  die  Konstruktion  der  gesuchten  Zahl
genutzt werden.
Neben der Hilfe durch Vorstrukturierung der Mikrowelt  ist auch der Faktor
Zeit  bestimmend  für  die  Entwicklung  eines  guten  mentalen  Zahlenstrahls.
Kinder,  die  häufig  Strategie  3  wählen,  haben  in  allen  3  Mikrowelten  sehr
kurze durchschnittliche Bearbeitungszeiten pro Aufgabe. Andererseits wählen
die  Kinder,  die  bis  zum  ersten  Klick  viel  Zeit  brauchen,  nicht  Strategie  3,
bearbeiten nicht viele Aufgaben, konstruieren eher selten  richtige Lösungen.




schnell  aktivieren.  Pausen während  der  Suche  dienen  der Orientierung  am
Zahlenstrahl, bzw. der Aktivierung des mentalen Modells und sind eher bei
leistungsschwächeren  Kindern  zu  finden.  Leistungsstarke  Kinder  gehen
relativ  schnell  zu Direktstrategien über.  Sie können  ihren mentalen Zahlen‐
strahl gut in die Mikrowelt integrieren, finden die gesuchte Zahl schnell und
brauchen wenig Mausklicks. Damit wird auch das  interne Bild, der mentale




Leistungsschwächere  Kinder,  die  kein  gutes  mentales  Modell  des  Zahlen‐
strahls  haben, machen  eher  Strategiewechsel während der Bearbeitung. Die
gewählten  Strategien  sind meist  nicht  optimal. Diese Kinder  suchen  häufig
ohne  Strategie  bzw.  halten  an  nicht  zielführenden  Strategien  fest.  Sie  sind
nicht sehr flexibel in ihrer Strategiewahl. Suchen ohne Strategie deutet auf ein
fehlendes oder fehlerhaftes mentales Modell hin. Leistungsschwächere Kinder
brauchen  viele  Mausklicks,  um  eine  Lösung  zu  finden.  Ihre  Bearbeitungen
zeichnen sich durch eher zielloses Herumsuchen aus. Bei leistungsschwäche‐
ren Kindern bilden  sich Direktstrategien nur  langsam  aus, da  zwischen der





Zusammenhänge  zwischen den Zahlen  in der  bearbeiteten Mikrowelt  führt
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und deshalb den individuellen mentalen Zahlenstrahl nicht weiterentwickeln
kann.




damit  in Klassen  einteilen  lassen. Diese Klasseneinteilung  eröffnet dann die
Möglichkeit für eine automatische Auswertung und Strategieerkennung.
Bei allen vier Kindern der Einzelfallanalysen lassen sich über die Zeit Lernef‐
fekte  beobachten.  Die  Suche  nach  der  Zahl  wird  immer  exakter  und  die
Schüler benötigen  immer weniger Klicks um die Zahl zu  finden. Der  für die
Konstruktionen  in  den  Mikrowelten  genutzte  mentale  Zahlenstrahl  wird
immer  genauer,  d.h  beziehungsreicher  und  flexibler.  Die  Orientierung  an
einer Zahl und  in  eine Richtung, wie  bei den Zählstrategien, wird  abgelöst
durch die Möglichkeit  sich  frei  in beide Richtungen  zu bewegen und dabei


















 untaugliche  Strategien  erkennen  und  dann  zu  einer  besseren  Strategie
wechseln,
 flexibel, je nach Anforderung vorwärts oder rückwärts suchen
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 und  relativ  schnell  zu Direktstrategien  übergehen,  d.h.  ihren mentalen
Zahlenstrahl gut explizieren können.
Die Einzelfallanalysen  zeigen  aber  auch, dass die  informatischen Protokolle
nur ein Teil einer umfassenderen Analyse sein können. Sie geben zwar erste
Hinweise,  um  Aussagen  über  den  Lernstand  einzelner  Kinder  machen  zu
können,  die  Protokolle  müssten  allerdings  durch  Interviews  und  gezielte
Beobachtungen  der  Kinder  während  der  Arbeit  in  den  Mikrowelten  und
ebenfalls  durch  mathematische  Leistungstests  bzw.  andere  standardisierte
Tests ergänzt werden.  Informatische Protokolle  sind noch nicht ausreichend





Gesamtbild  das  aber  schon  Grundlage  für  weitere  Forschungen  oder  für
Ratschläge,  den  Mathematikunterricht  betreffend,  sein  könnte.  Wie  die
verschiedenen mathematischen Leistungstests zeigen, sind  für den mentalen
Zahlenstrahl  vor  allem  die  Bereiche  ‘Zählen’,  ‘Merkmale  erkennen’  und
‘Längen vs. Anzahlen schätzen’ grundlegend. Für das Erkennen der Proporti‐










wenn man gut  zählen kann. Daraus muss man  folgern, dass die Kinder  im
mathematischen Anfangsunterricht oder  schon  in der Vorschule das Zählen
lernen und üben sollten. Dann kann im Laufe der ersten beiden Schuljahre auf
dieser  Grundlage  die  Ablösung  vom  Zählen  hin  zum  Rechnen  vollzogen
werden. Die Ablösung vom zählenden Rechnen erreicht man dadurch, dass
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gen Abweichungen  bei der  Suche der Zahl. Diese Kinder haben  einen  sehr
genauen  mentalen  Zahlenstrahl,  den  sie  schnell  aktivieren  und  explizieren
können.  Grundlegend  hierfür  ist  auch  eine  gutes  Konzept  der
Proportionalität.  Es  scheint  so,  als  ob  für  die  Entwicklung  des  mentalen
Zahlenstrahls  besonders  zwei  Konzepte  integriert  werden  müssen,  nämlich
Zählkompetenzen und Proportionalität.
Zählkompetenzen  beinhalten  zunächst  die  grundlegende  Vorstellung  des
Vorwärts‐  und  Rückwärtszählens  unterstützt  durch  die  Metaphern  des
Vorwärts‐ und Rückwärtsgehens. Dabei wird ab Null oder ab einer Vorgabe‐
zahl,  in  Einerschritten  oder  größeren  Schritten  vorwärts  bzw.  rückwärts
gezählt. Dadurch wird Wissen über die Zahlen im Kontext aufgebaut und die
Kinder werden zu großer Beweglichkeit am mentalen Zahlenstrahl befähigt.
Für  die  Anwendung  des  mentalen  Zahlenstrahls  muss  dann  noch  das
Konzept  der  Proportionalität  dazukommen. Über  Längenrelationen werden
operative  Beziehungen  zwischen  Zahlen  aufgebaut.  Das  beginnt  mit  der
grundlegenden Vorstellung, dass eine bestimmte Zahl von Schritten gleicher
Länge  die Gesamtstrecke  von Null  bis  zur  gesuchten Zahl  ergibt  und  dass
umgekehrt die Schrittlänge sich aus der Anzahl der Schritte und der Gesamt‐




Die  Variable  Zeit  (Zeit  pro  Aufgabe,  Zeit  bis  zum  ersten  Klick,  Pausen
zwischen Klicks,  ...)  scheint der  entscheidende Faktor zu  sein, der dann die
weitere  Entwicklung  beeinflusst.  Direktstrategien  brauchen  wenig  Zeit,  so
dass  dadurch  ein direkter Zusammenhang  zwischen Aufgabenstellung und
richtiger Lösung  erzeugt und  so die  Flexibilität des mentalen Zahlenstrahls
weiter  erhöht wird.  Minimale,  primitive  Zählstrategien  dagegen  dauern  zu
lange. Deshalb macht man damit keine Fortschritte und der weitere Ausbau
des  mentalen  Zahlenstrahls  geht  überhaupt  nicht  oder  nur  sehr  langsam
vorwärts. Ein  schneller Ausbau geht nur mit Direktstrategien, die  operatio‐
nale  Zusammenhänge  abbilden.  Bei  rudimentären  Zählstrategien  geht
aufgrund  der  langen  Dauer  und  Ungenauigkeit  des  Zählvorgangs  bis  zur
Lösung der Kontext verloren. Das Kind findet eventuell die gesuchte Zahl, es
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macht  aber  keinen  Lernfortschritt,  da  die  Aufgabenstellung  und  andere
Zusammenhänge während der langen Bearbeitung vergessen wurden.
Diese vorher gemachten generellen Aussagen werden durch die Einzelfallana‐
lysen  ergänzt, die  zeigen, dass der Erwerb des mentalen Zahlenstrahls  eine
individuelle  Konstruktion  ist.  Hier  zeigen  sich  große  individuelle  Unter‐
schiede und individuelle Ausprägungen der diversen Strategiekategorien, auf
die  entsprechend  methodisch‐didaktisch  individuell  vom  Lehrer  reagiert
werden müsste.
Der  Aufbau  von  Vorstellungen  über  Zahlengrößen  kann  nicht  nur  durch
genaues  Auszählen  von  Mengen  geleistet  werden,  das  im  tradiditonellen
Anfangsunterricht  immer  noch  die  Hauptaktivität  ist.  Es  müssen  genauso
Schätzübungen, Übungen mit Längen, motorische Übungen an realen Zahlen‐
strahlen sowie Zählübungen gemacht werden. Damit schafft man Grundlagen
aus  denen  sich  dann  eine  gute  mentale  Zahlvorstellung  entwickeln  kann.
Damit diese Entwicklung nicht  zufällig  verläuft, muss man  zusätzlich noch






Ein  weiterer  wichtiger  Punkt  ist  die  Überwindung  der  Stufentheorie  nach
Piaget, wonach Mathematiklernen erst möglich wird, wenn Kinder Invarianz
erreicht haben. Die Arbeiten von WYNN, FUSON, GEARY, BAROODY u.a.  zeigen,
dass  bereits  im  Alter  von  vier  Jahren  erste  grundlegende  mathematische
Aktivitäten  ablaufen,  die  für  die  weitere  Entwicklung  bestimmend  sind.
Besonders  in  den  Bereich  Zählen,  Merkmale  erkennen,  Relationen  und
Handlungen mit Längen könnte man schon im Kindergarten und Vorschulbe‐
reich  vielfältige Aktivitäten  anbieten, die  bei den Kindern  erste mathemati‐
sche  Grundlagen  schaffen,  auf  denen  dann  der  schulische
Mathematikunterricht aufbauen kann.  In diesem Bereich der vorschulischen
Mathematik  müssen  in  Deutschland  sicher  auch  die  Forschungsaktivitäten
intensiviert werden, da es, wenn man die Situation mit anderen Ländern wie
z.B USA, England,  Schweden,  Finnland, usw.  vergleicht, hier  einen  riesiges
Defizit  gibt.  In  Baden‐Württemberg  soll  erstmals  ab  dem  Kindergartenjahr
2005/06  ein  sogenannter  Orientierungsplan  erprobt  werden.  In  Bayern  und
anderen Bundesländern laufen momentan Pilotprojekte.  In Deutschland gibt




In  der  Einleitung  wurde  das  Zahlenstrahlbild  von  Pia  gezeigt  und  als
Ausgangspunkt  für  die  folgenden  Fragestellungen  genommen.  Unter




















die  letzte  Zahl  notiert  wird  macht  Pia  wieder  eine  lange  Pause,




neue Markierung über der Ziffer  4. Mit der Zahl  12, die  aus den
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Zahlenraum  ist  noch  nicht  vorhanden. Meist wird die  zuletzt  notierte Zahl
genommen und dann die neue Zahl  in diesem Kontext hinzukonstruiert. So
wird 5 zu 12 und dann 7 zu 5 konstruiert. Die falsch notierte Zahl 12 wird als
2  gelesen,  zu  der  dann  3  hinzukonstruiert wird.  Da  der  Strich  nach  rechts
keine Fortsetzung hat, wird die Zahl 3 einfach nach  links eingezeichnet. Für
die  folgende  Zahl  8  wird  diese  Richtung  beibehalten,  wobei  hier  auch  der
Kontext 7,8 berücksichtigt wird. Um die letzte Zahl 4 einzeichnen zu können,
wird der Kontext 3,4,5 genutzt, wobei für Pia 4 näher bei 5 als bei 3 liegt. Die




Nur  wenn  diese  Konventionen  beherrscht  werden,  kann  Mathematik  bzw.
mathematisches  Wissen  sicher  kommuniziert  werden.  Pias  Wissen  besteht
momentan  aus  unverbundenen  Einzelkontexten  oder  mathematischen
Teilkonzepten,  ein  Gesamtkonzept  für  die  Anordnung  der  Zahlen  ist  noch
nicht vorhanden. Wie entstehen aber solche Gesamtkonzepte aus Teilkonzep‐
ten? Die Teilkonzepte werden im Laufe der Zeit immer beziehungsreicher, es
werden  Verknüpfungen  zu  anderen  Zahlen,  zu  den  gezählten  Zahlen,  zu






nalität  unterstützen  sein. Mengenhandlungen  scheinen  hier  nicht weiter  zu
helfen  sondern  eher  Relationen  mit  Längen  und  Bewegungshandlungen.
Durch das Zählen bewegen sich Schüler wie  in  ihrer realen Umgebung über
die  Zahlen  vorwärts  und  rückwärts.  Wenn  zum  Zählen  noch  Körperbewe‐
gung  kommt,  dann  kann  ganz  automatisch  die  Richtung  des  Zählens  von
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haben,  in  anschaulicher  Weise  des  informatischen  Protokolls  zugänglich
gemacht. 
Durch die Dynamik die  sich  in  jeder Visualisierung der Bearbeitungsproto‐
kolle zeigt, wird zusätzlich der Prozesscharakter des Lernens betont. Lernen
ist  ein  aktiver,  individueller,  sich  wiederholender  Prozess,  der  eine  immer
bessere Anpassung an die Problemstellung erreicht. Damit  rückt das  indivi‐
duelle  Lernen  in  den  Mittelpunkt  des  Interesses  der  Lehrpersonen.  Dieses
Lernen  kann  dann  nicht  mehr  nur  über  Lernzielkategorien  beschreiben
werden,  sondern  muss  mit  Hilfe  von  evaluierenden  Forschungsmethoden
begleitet und unterstützt werden. Der Lehrer ist in solch einem Kontext nicht




Die  in  den  Computermikrowelten  von  den  Konstruktionen  der  Schüler
erzeugten informatischen Protokolle, die ohne viel Aufwand nebenher entste‐
hen, können dann erste Hinweise  liefern, welche Kinder an welchen Stellen
des  Lernprozesses  möglicherweise  Probleme  haben  und  deshalb  genauer
beobachtet  werden  müssen.  Hilfreich  wäre  hier  auch  eine  Ergänzung  der
informatischen Protokollierung durch Integration von Ton‐ und Videoaufnah‐
men in die Protokolle. Dies würde dann eine gezielte individuelle Evaluation
bestimmter  Stellen  des  Lernprozesses  ermöglichen,  die  außerdem  noch
zeitversetzt  stattfinden  könnte.  Diese  letzten  Überlegungen  machen  auch
deutlich, dass der Einsatz neuer Medien und neuer Verfahren der Evaluation
Lehrpersonen  nicht  ersetzten  wird,  sondern  sie  unterstützt  und  in  ihren
Aktionen, das Lernen der Schüler zu verbessern, effektiver machen könnte.
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139Abb. 3.15:  Beispieldaten ‐ Visualisierung des Kurzprotokolls . . . . . . . . . . . . . . .
139Abb. 3.14:  Beispieldaten ‐ Visualisierung des differenzierten Aufgabenprotokolls
138Abb. 3.13:  Beispieldaten ‐ Visualisierung des Aufgabenprotokolls . . . . . . . . . . . .
133Abb. 3.12:  Übersicht ‐ Vorverarbeitung der Daten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
131Abb. 3.11:  Gesamtübersicht ‐ Verarbeitung der Daten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
128Abb. 3.10:  Zstrich2 ‐ Aufgabenstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
127Abb. 3.09:  Zstrich1 ‐ Schatz ist gefunden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
127Abb. 3.08:  Zstrich1 ‐ Schatz ist versteckt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
127Abb. 3.07:  Zstrich1 ‐ Schatz wird gezeigt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
126Abb. 3.06:  Zstrich0 ‐ Aufgabe gelöst . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
126Abb. 3.05:  Zstrich0 ‐ Aufgabenstellung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
125Abb. 3.04:  Einführungsstunde ‐ Beispielaufgaben Arbeitsblatt . . . . . . . . . . . . . .
124Abb. 3.03:  Beispiel Testaufgabe Eingangstest A/B20 mit Arbeitsanweisung . . . . .
122Abb. 3.02:  Papier‐Bleistift Konstruktionen des Zahlenstrahls . . . . . . . . . . . . . . .
120Abb. 3.01:  Bereiche der Untersuchungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
115Abb. 2.03:  CEKA‐Umgebung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
106Abb. 2.02:  LOGO‐System mit Bedienoberfläche schematisch . . . . . . . . . . . . . . . .
105Abb. 2.01:  LOGO‐System (Igelfenster, Editor und Befehlseingabe) . . . . . . . . . . . . . .
64Abb. 1.13:  Niveaus beim Zählenlernen n. Fuson, übersetzt v. Autor . . . . . . . . . . .
55Abb. 1.12:  Funktionell‐anatomisches Modell n. Dehaene, übersetzt v. Autor . . . . .
54Abb. 1.11:  Triple‐Code‐Modell von Dehaene, Übersetzung v.Aster[1996, 11] . . . . .
52Abb. 1.10:  Zahlverarbeitung nach Butterworth, übersetzt vom Autor . . . . . . . . . .
50Abb. 1.09:  Modell der Zahlverarbeitung n. McClosky, übersetzt v. Autor . . . . . . .
40Abb. 1.08:  Schichtenmodell (nach: [Nührenbörger 2002, 13]) . . . . . . . . . . . . . . . . .
38Abb. 1.07:  Fehlerhafte Mengendarstellungen der Subtraktion . . . . . . . . . . . . . . . .
37Abb. 1.06:  Mengenvorstellungen zu Addition und Subtraktion . . . . . . . . . . . . . . .
35Abb. 1.05:  Vom Objekt zur Kardinalzahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
34Abb. 1.04:  Kardinalzahl als Abstraktion  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
33Abb. 1.03:  Zahlen als Punkte, Größen und Vektoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
26Abb. 1.02:  Zusammenhänge zwischen den Zahlaspekten [n. Fuson 1992, 128] . . . .
9Abb. 1.01:  Pias Zahlenstrahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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217Abb. 4.50:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5‐28‐072 . . . . . . . . . . . . . . . .
217Abb. 4.49:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a28‐114 . . . . . . . . . . . . . . . . .
216Abb. 4.48:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a5‐060 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
215Abb. 4.47:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐113 . . . . . . . . . . . . . . . . .
215Abb. 4.46:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐015 . . . . . . . . . . . . . . . . .
214Abb. 4.45:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5‐017 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
213Abb. 4.44:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐035 . . . . . . . . . . . . . . . . .
213Abb. 4.43:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐082 . . . . . . . . . . . . . . . . .
212Abb. 4.42:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . .
211Abb. 4.41:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. b5‐164 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
211Abb. 4.40:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a5‐001 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
210Abb. 4.39:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐061 . . . . . . . . . . . . . . . . .
209Abb. 4.38:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐016 . . . . . . . . . . . . . . . . .
208Abb. 4.37:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐025 . . . . . . . . . . . . . . . . .
208Abb. 4.36:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐025 . . . . . . . . . . . . . . . . .
207Abb. 4.35:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐027 . . . . . . . . . . . . . . . . .
207Abb. 4.34:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐022 . . . . . . . . . . . . . . . . .
206Abb. 4.33:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐023 . . . . . . . . . . . . . . . . .
206Abb. 4.32:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐020 . . . . . . . . . . . . . . . . .
205Abb. 4.31:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5‐030 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
205Abb. 4.30:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐129 . . . . . . . . . . . . . . . . .
204Abb. 4.29:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐117  . . . . . . . . . . . . . . . .
203Abb. 4.28:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐025 . . . . . . . . . . . . . . . . .
203Abb. 4.27:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐113 . . . . . . . . . . . . . . . . .
202Abb. 4.26:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5‐041 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
201Abb. 4.25:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐035 . . . . . . . . . . . . . . . . .
201Abb. 4.24:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5‐037 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
200Abb. 4.23:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐121 . . . . . . . . . . . . . . . . .
200Abb. 4.22:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐013 . . . . . . . . . . . . . . . . .
199Abb. 4.21:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐160  . . . . . . . . . . . . . . . .
199Abb. 4.20:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐139 . . . . . . . . . . . . . . . . .
197Abb. 4.19:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Beispielbearbeitung Aufg. Z5‐008  . . . . . . . . . . .
196Abb. 4.18:  Mikrowelt zstrich2 (Bsp.: Aufgabe 5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
196Abb. 4.17:  Mikrowelt zstrich1 (Bsp.: Aufgabe 5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
196Abb. 4.16:  Mikrowelt zstrich0 (Bsp.: Aufgabe 5) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
184Abb. 4.15:  Strategien in den Mikrowelten ‐ Boxplot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
183Abb. 4.14:  Strategien ‐ Häufigkeiten summiert (%) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
180Abb. 4.13:  Bearbeitung der Mikrowelten ‐ Streuung der Daten . . . . . . . . . . . . . .
177Abb. 4.12:  Einführungsstunde Daten ‐ Boxplot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
176Abb. 4.11:  Einführungsstunde: Auswertung Proportionalität . . . . . . . . . . . . . . .
176Abb. 4.10:  Einführungsstunde: Auswertung Schrittzahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
172Abb. 4.09:   Aufgabe G25 ‐ Linealzeichnungen (Bsp.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
167Abb. 4.08:  Boxplot Mathematischer Eingangstest: Ergebnisse . . . . . . . . . . . . . . .
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259Abb. 5.05:  Pias Zahlenstrahl . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
245Abb. 5.04:  Wahl Strategie 2/3 bei Jungen/Mädchen ‐ Zeitreihe . . . . . . . . . . . . . . .
244Abb. 5.03:  Wahl Strategie 1 bei Jungen/Mädchen ‐ Zeitreihe . . . . . . . . . . . . . . . .
244Abb. 5.02:  Anzahl Jungen / Mädchen ‐ Zeitreihe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
243Abb. 5.01:  Ergebnisse der Tests nach Geschlecht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
233Abb. 4.88:  Mikrowelt zstrich0  ‐ Verteilung und Häufigkeiten . . . . . . . . . . . . . . .
231Abb. 4.87:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b28‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . .
231Abb. 4.86:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . .
231Abb. 4.85:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b5‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
230Abb. 4.84:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a28‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . .
230Abb. 4.83:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . .
230Abb. 4.82:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a5‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
229Abb. 4.81:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z28b‐174 . . . . . . . . . . . . . . . .
229Abb. 4.80:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z28a‐174 . . . . . . . . . . . . . . . .
229Abb. 4.79:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12b‐174 . . . . . . . . . . . . . . . .
229Abb. 4.78:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12a‐174 . . . . . . . . . . . . . . . .
229Abb. 4.77:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5b‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . .
228Abb. 4.76:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5a‐174 . . . . . . . . . . . . . . . . .
228Abb. 4.75:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b28‐201 . . . . . . . . . . . . . . . . .
228Abb. 4.74:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐201 . . . . . . . . . . . . . . . . .
227Abb. 4.73:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b5‐201 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
227Abb. 4.72:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a28‐201 . . . . . . . . . . . . . . . . .
227Abb. 4.71:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐201 . . . . . . . . . . . . . . . . .
226Abb. 4.70:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a5‐201 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
226Abb. 4.69:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z28b‐201 . . . . . . . . . . . . . . . .
225Abb. 4.68:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z28a‐201 . . . . . . . . . . . . . . . .
225Abb. 4.67:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12b‐201 . . . . . . . . . . . . . . . .
225Abb. 4.66:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12a‐201 . . . . . . . . . . . . . . . .
225Abb. 4.65:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5b‐201 . . . . . . . . . . . . . . . . .
225Abb. 4.64:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5a‐201 . . . . . . . . . . . . . . . . .
224Abb. 4.63:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b12‐164 . . . . . . . . . . . . . . . . .
224Abb. 4.62:  Mikrowelt zstrich2 ‐ Bearbeitung Aufg. b5‐164 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
223Abb. 4.61:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐164 . . . . . . . . . . . . . . . . .
223Abb. 4.60:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a5‐164 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
222Abb. 4.59:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z12‐164 . . . . . . . . . . . . . . . . .
222Abb. 4.58:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5‐164 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
221Abb. 4.57:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a28‐118 . . . . . . . . . . . . . . . . .
220Abb. 4.56:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐118 . . . . . . . . . . . . . . . . .
220Abb. 4.55:  Mikrowelt zstrich1 ‐ Bearbeitung Aufg. a5‐118 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
220Abb. 4.54:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z28‐118 . . . . . . . . . . . . . . . . .
219Abb. 4.53:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. a12‐118 . . . . . . . . . . . . . . . . .
219Abb. 4.52:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5‐118 . . . . . . . . . . . . . . . . . .
218Abb. 4.51:  Mikrowelt zstrich0 ‐ Bearbeitung Aufg. z5‐28‐079 . . . . . . . . . . . . . . . .
266   Verzeichnisse   
306Abb. 7.08:  Zstrich0: Strategien ‐ Aufg 68..99 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
305Abb. 7.07:  Zstrich0: Strategien ‐ Aufg 35..67 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
304Abb. 7.06:  Zstrich0: Strategien ‐ Aufg 1..34 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
303Abb. 7.05:  Expertenstrategien ‐ Projektionen 3dplot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
303Abb. 7.04:  Expertenstrategien ‐ 3dplot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
302Abb. 7.03:  Expertenstrategien (Aufg. 1 .. 36) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
286Abb. 7.02:  Eingangstest ‐ Ergebnisse der Einzelaufgaben . . . . . . . . . . . . . . . . . .
280Abb. 7.01:  Ablaufplan der Untersuchungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Anlage A1:  Eingangsuntersuchung ‐ Aufgaben Gruppentest
Kurzbeschreibung der  Aufgaben:
Anweisungen für Form A und B  Gruppentest
Nimm einen Stift und schreibe deinen Namen auf das Heft. Warte bis das Kommando zum
Umblättern kommt! (warten bis alle Namen geschrieben sind,.....) . Wir blättern um!
Erst anfangen, wenn „Male jetzt“ gesagt wird!
A/B1: Hier siehst du Pilze. Male ein Kreuz unter den Pilz, der höher ist als die Blume oben in dem
Kasten!
Folie:  Beispiel „Kreuz“ geben  -   Beispiel „an“  -     Warten ....  ‘Wir blättern um!’
Die Aufgabe mit den Pilzen war für alle gleich, ab jetzt hat jeder seine eigenen Aufgaben !
A/B2: Hier siehst du Männer. Male ein Kreuz unter den Mann, der dicker ist als der Mann in dem
Kasten!
A/B3: Hier siehst du Gebäude. Male ein Kreuz unter das niedrigste Gebäude!
A/B4: Hier siehst du Kisten mit Murmeln. Male ein Kreuz unter die Kiste mit den wenigsten Murmeln.
A/B5: Schaue dir diese Bilder an. Was kann nicht fliegen? Male ein Kreuz darunter!
A/B6: In dem Kasten oben siehst du einen Apfel mit Stiel, ohne Blatt und mit einem Würmchen, das
aus dem Apfel herauskommt. Male ein Kreuz unter alle Äpfel, die genau gleich aussehen.
A/B7: Hier siehst du drei Kästen mit Hühnern und Eiern. Male ein Kreuz unter den Kasten, in dem
jedes Huhn jeweils ein Ei gelegt hat. Du darfst auch Linien zeichnen.
A/B8: Hier siehst du Kästen mit Äpfeln. Male ein Kreuz unter den Kasten, in dem die Äpfel von groß
nach klein geordnet sind.
A/B9: Hier siehst du Kästen mit Zuckerstangen. Male ein Kreuz unter den Kasten, in dem die Zucker-
stangen von dünn nach dick geordnet sind.
A/B10: Hier siehst du Kästen mit Murmeln. Male ein Kreuz auf den Kasten, in dem die Murmeln von
klein und hell nach groß und dunkel geordnet sind.
A/B11: Hier siehst du Hunde. Jeder Hund hat einen Stock bekommen. Ein großer Hund bekommt einen
großen Stock und ein kleiner Hund bekommt einen kleinen Stock. Zeichne Linien von den Hunden zu
den Stöcken, die sie bekommen.
A/B12: Unten auf dem Blatt siehst du Stapel mit Brotscheiben in einer Reihe. Es werden immer
weniger Brotscheiben. Der Stapel oben in dem Kasten gehört irgendwo in die Reihe hinein. Male ein
Kreuz auf die Stelle, wo dieser Stapel in die Reihe gehört.
A/B13:  Male ein Kreuz unter die 9. Blume!
A/B14: Male ein Kreuz unter die 18. Blume!
A/B15: Hier siehst du Bleistifte. Kreuze den Stift an, der genauso lang ist wie der Stift unten!
A/B16: Hier siehst du Bleistifte. Kreuze den Stift an, der genauso lang ist wie der Stift unten!
A/B17: Hier siehst du Bleistifte. Kreuze den Stift an, der genauso lang ist wie der Stift unten!
A/B18: Hier siehst du Bleistifte. Kreuze den Stift an, der genauso lang ist wie der Strich unten!
A/B19: Hier siehst du Bleistifte. Kreuze den Stift an, der genauso lang ist wie der Strich unten!
A/B20: Hier siehst du zusammengesteckte Schlangen aus verschiedenen Würfeln. Kreuze die Schlange
an, die genauso lang ist wie die Würfelreihe unten!
A/B21:  Hier siehst du Würfelschlangen. Kreuze die Schlange an, die genauso lang ist wie der Strich
unten!
A/B22: Hier siehst du Würfeltürme. Kreuze den Turm an, der genauso hoch ist wie der Strich unten
lang!
A/B23: Hier siehst du Würfeltürme. Kreuze oben den Turm an, der genauso hoch ist, wie die Schlange
unten anzeigt!
A/B24: Hier siehst du Würfeltürme aus verschiedenen Würfeln. Kreuze den höchsten Turm an!
A/B25: Zeichne ein Lineal in den Kasten !
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Anlage A2:  Eingangsuntersuchung ‐ Aufgaben Einzeltest
 Kurzbeschreibung der Aufgaben
0 nur mental 
0 zeigt auf Stab / Zug 
0 berührt Stab / Zug 
0 legt Stab auf Bild und
probiert
Bemerkungen:
A/B35:Du siehst hier einen Zug (Ex. zeigt Bild) und
ich baue daneben einen 2. Zug mit Holzstäben.. (Ex:
zeigt Bild und legt 1 Stab (6er=dunkelgrün) daneben).
Wie viele Stäbe nebeneinander brauchst du, damit
dein Zug so lang wird wie der auf dem Bild?
(r=3 Stk)
0 nur mental 
0 zeigt auf Streifen
0 berührt Streifen/Stab
0 legt Stab auf Streifen
Bemerkungen:
A/B34:Wie viele Holzstäbe könntest du hier wohl
hintereinanderlegen? (Pappstreifen und 1 Holzstab
(5er=gelb) an den Anfang des Streifens auf den Tisch
legen! )
(r=4 Stk)
wenn falsch, Antwort?A/B33: (Ex. legt 20 Würfel in Reihe mit etwas Abstand.
Kind darf nicht auf Würfel zeigen; evtl. Hand auflegen)
Wie viele Würfel liegen hier?
wenn falsch, Fehler?:
Zählrichtigung:
0  v. li ---> n. re
0   <----
A/B32: (Ex. legt 17 Holzwürfel auf den Tisch in eine
Reihe mit etwas Abstand zwischen den Würfeln)
Hier siehst du 17 Holzwürfel. Zeige auf die Holzwür-
fel und zähle sie rückwärts!
Antwort:A/B31: Ich gebe dir ein Bild, das du kurz anschauen
sollst ( Ex. zeigt Blatt 2 s) Wie viele Punkte waren es?
(Antwort 4 und 5 reicht aus)
(Bei falscher Zahl > 6 nach einzelnen Würfelbildern
fragen!)
gezählte Reihe, sofern falsch:A/B30: Zähle bis 14 und überspringe immer jeweils
eine Zahl: zwei, vier, sechs,...
gezählte Reihe, sofern falsch:A/B29: Zähle weiter von 9 bis 15; sechs, sieben,
acht....
gezählte Reihe, sofern falsch:
 
A/B28: Zähle bis 20
0 zählt
0 rechnet (3 Fünfen)
0 zeigt__, weil?
A/B27: (Ex. zeigt Blatt) 
In dem Kasten oben siehst du 15 Luftballons. Zeige
auf den Kasten, in dem genauso viele Punkte sind wie
hier Luftballons
   Würfelbild
0 alle gezählt
0 weiter gezählt
0 sofort erfasst    ...gelegt
0 Gesamtzahl
0 einzelne Zahlen
0 zugeordnet nach Würfelbild
A/B26: (Ex. gibt dem Kind 15 Holzwürfel) Ich habe mit
zwei Würfeln diese Zahl gewürfelt (Ex zeigt Blatt m.
Würfelbildern 5 und 6). Kannst du die gleiche Anzahl
von Holzwürfeln auf den Tisch legen?
BemerkungenAufgabe:
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Anlage A3:  Eingangsuntersuchung ‐ Aufgabenbeispiele Einzeltest (Form B)
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Aufgaben Einzeltest:
28: Zähle bis 20
29: Zähle weiter von 9 bis    
      15 ...
30: Zähle bis 14,... (in          
      Zweierschritten)
32 Zähle rückwärts (ab 17)
33 Zählen mit den Augen    
      (bis 20)
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Anlage A4:  Eingangsuntersuchung ‐ Ergebnisse der Einzelaufgaben 
Abb. 7.02: Eingangstest ‐ Ergebnisse der Einzelaufgaben
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Anlage B1:  Verlaufsplan Einführungsstunde
StiftAusteilen - Name eintragen
lösen wie Tafelbeispiel, 
Ziffern an die Schritte freiwillig









Der Igel sitzt hier (Igelbild). 
Welche Zahl ist hier? (0)






0 .. 4 aufbauen
5.. 8 legen
Ende Sitzkreis
Der Igel geht bis zur 4 und sitzt dort. Er
will nun bis zur 8 weitergehen, wie weit
wird er kommen?




weiter von 4 bis 8
5’
Sitzkreis
Karten 0 .. 5
2 Beispiele
Wenn die 5 jetzt hier ist (weiter weg /
näher) 
- wie muss der Igel dann  gehen?











Der Igel geht 5 Schritte vw 
 - welche Zahl  -warum (Schrittzahl)?
Welche Zahl am Startpunkt?










 Gehen und zählen ( vw / rw )
Igel geht 10 Schritte vorwärts
(zeigen, chor. zählen)
Igel geht 10 Schritte rückwärts
(zeigen, chor. zählen)
3) ordin. Vorstellung 
















Inhalte / VorgehenPhase / Zeit
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Anlage B2:  Arbeitsblatt Einführungsstunde
          0..............................................4
          0..................................................................................................8

































































[[[jan F] 7] [Fri Jan 11 11:17:42 2002] [11:31:50 ]]
Datensatz1 ...  Datensatz n (Mausstop  oder Mausklick links):
Mausstop:




[0 6 10 300 4 285 [11 17 43 15] x] 




[0 6 10 300 266 6 [11 18 20 28]]
[0 6 10 300 292 6 [11 18 23 90]]
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Anlage C3:  Programmtypen und Übersicht der Programme
Es  werden  hier  nur  die  Programmtypen  ausführlich  dargestellt,  um  zu
dokumentieren, wie mächtig Python bei der Bearbeitung grosser Dateizahlen





from math import *
from time import *
from string import *
#####################################################################
# prg00.py  ok
# 
# txt-Dateien bearbeiten 
#
# Dateinamen in dirname1 als Liste auslesen, dann nacheinander
# a l l e  D a t e i e n  im Verzeichnis dirname1 oeffnen
auslesen,bearbeiten
# und  i n   D a t e i e n   nach dirname2 zurückschreiben
#






dirname1='d:\\cekatest\\test0\\' #Verzeichnis mit Orginaldateien
dirname2='d:\\cekatest\\test1\\' #Verzeichnis für bearbeitete Dateien
# alle Dateinamen im Verzeichnis dirname lesen
# und als alphabetisch/numerisch sortierte Liste ausgeben
def dirlesen():
    dirliste=os.listdir(dirname1)
    dirliste.sort()
    return dirliste
# dtext in feste Datei d ans Ende schreiben 
def dateischreiben(dname,dtext):
    try:
        d2=open(dirname2 + dname,'a')
        d2.write(dtext)
        d2.close()
    except:
        print 'Fehler! Kann Datei nicht schreiben'
        print '     evtl. falsches Datenformat (Liste etc..)'
# Datei dname oeffnen und ausdrucken oder bearbeiten
def dateibearbeiten(dname):
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    #Datei zum Lesen oeffnen
    d1=open(dirname1 + dname)
    #dateilesen Daten-Zeile solange es geht
    zeile=d1.readline()
    while zeile:
        #ab hier Datei bearbeiten z.B. Dez-Punkt durch Komma ersetzen
        zeile=zeile.replace('.',',')
        dateischreiben(dname, zeile)
        zeile=d1.readline()    
    
# Alle Dateien in einem Verzeichnis oeffnen
# weiterbearbeiten und jeweils in neue Datei zurückschreiben 
def bearbeite(dliste):
    try:
        # print dliste # Monitorausgabe nur zur Kontrolle
        for x in dliste:
            print x  #Dateiname zur Kontrolle nach stdout schreiben
            dateibearbeiten(x) # Datei oeffnen und intern bearbeiten
    except:
        print 'Fehler, konnte Dateien nicht oeffnen'




from math import *
from time import *














dirname1='d:\\cekatest\\test0\\' #Verzeichnis mit Orginaldateien
dirname2='d:\\cekatest\\test1\\' #Verzeichnis für bearbeitete Dateien
# alle Dateinamen im Verzeichnis dirname lesen
# und als alphabetisch/numerisch sortierte Liste ausgeben
def dirlesen():
    dirliste=os.listdir(dirname1)
    dirliste.sort()
    return dirliste
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# dtext in feste Datei d ans Ende schreiben 
def dateischreiben(dname,dtext):
    try:
        d2=open(dirname2 + dname,'a')
        d2.write(dtext)
        d2.close()
    except:
        print 'Fehler! Kann Datei nicht schreiben'
        print '     evtl. falsches Datenformat (Liste etc..)'
# Datei dname oeffnen und ausdrucken oder bearbeiten
def dateibearbeiten(vname,dname):
    #Datei zum Lesen oeffnen, Kontrolle ob gefunden
    dname='\\'+ vname + '\\' + dname
    d1=open(dirname1 + dname)
    #Kopfzeile einlesen
    zeile1 = d1.readline()
    dateischreiben(dname, zeile1)
    #naechste zeile
    zeile=d1.readline()
    while zeile:
        zn=zeile.split(',')
        dzeile=(zn[0]+','+zn[1]+','+zn[6]+','+'10\n')
        dateischreiben(dname, dzeile)
        zeile=d1.readline()
    #bis hier dateibearbeiten
    
# Alle Dateien in einem Verzeichnis oeffnen
# weiterbearbeiten und in neue Datei zurückschreiben 
def bearbeite(dliste):
    try:
        # print dliste # Monitorausgabe nur zur Kontrolle        
        for x in dliste:
            dirliste=os.listdir(dirname1+x)
            dirliste.sort()
            print x
            os.mkdir(dirname2+x)
            for z in dirliste:
                print '  '+z  #Dateiname nach stdout schreiben
                dateibearbeiten(x,z) # Datei oeffnen und bearbeiten
    except:
        print 'Fehler, konnte Dateien nicht oeffnen'
        print '     oder falsches Dateiformat (nicht Python) '
3) Übersicht der Programme (python_prg_ok)
Gesamtprotokolle in txt-Format (Python) umwandeln,
Nummer für Anonymisierung ergänzen.
Filterprg01.py
Orginalprotokolle (Gesamtprotokoll) in Logo durchche-
cken, evtl. Datei schliessen, Name, etc.. ergänzen,
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txt-Dateien auswerten (Test)Konverterprg14.py
Datei mit Strategie als LOGO-Datei schreibenKonverterprg13k.py
wie 13c.py aber für Verzeichnisse, zstrich 1 und zstrich2Filterprg13cvab.py
wie 13c.py aber für Verzeichnisse, zstrich0Filterprg13cv.py
wie 13a.py aber für VerzeichnisseFilterprg13av.py
wie 13.py aber für VerzeichnisseFilterprg13v.py
Strategien gesammelt in Statistikdatei schreibenFilterprg13c.py
txt-Dateien (kurz) weiterbearbeiten, zielführende Strategie
ausfiltern
Filterprg13a.py
txt-Dateien (kurz) weiterbearbeiten, große y-Abweichun-
gen löschen
Filterprg13.py
txt-Dateien (kurz) weiterbearbeiten, Strategie (xko) in
letzte Zeile schreiben, dann Strategien sammeln in txt-Da-
tei für Statistikprogramm.(Test)
Konverterprg12a.py
txt-Dateien (kurz) weiterbearbeiten, Strategie (xko) in
letzte Zeile schreiben (Test)
Filterprg12.py
txt-Dateien (kurz) weiterbearbeiten in allen
Verzeichnissen
Filterprg11av.py
txt-Dateien (kurz) weiterbearbeiten in allen
Verzeichnissen
Filterprg11v.py
txt-Dateien (kurz) weiterbearbeiten, kleine dx löschenFilterprg11a.py
txt-Dateien (kurz) weiterbearbeiten Filterprg11.py
Einzelvariablen aus txt-Dateien (kurz) gesammelt in
txt-Datei für Statistikprogramm schreiben.
Konverterprg10.py
Txt-Protokolle (lang) bearbeiten und ls gekürzte Textdatei
schreiben, gefunden markieren (zstrich1 und zstrich2 mit
wechselnder Skalierung) auch für Unterverzeichnisse 
Filterprg09v.py
Txt-Protokolle (lang) bearbeiten und ls gekürzte Textdatei
schreiben, gefunden markieren (zstrich0) auch für
Unterverzeichnisse
Filterprg09.py
Txt-Protokolle (lang) bearbeiten und als gekürzte Textda-
tei schreiben, gefunden markieren (zstrich1 und zstrich2)
Filterprg08ab.py
Txt-Protokolle (lang) bearbeiten und als gekürzte Textda-
tei schreiben, gefunden markieren (zstrich0)
Filterprg08.py
Txt-Protokolle (lang) bearbeiten und in Logodatei schrei-
ben für grafische Darstellung
Filterprg07.py
Txt-Protokolle (kurz) in Logodatei schreiben für grafische
Darstellung
Konverterprg06k.py
Txt-Protokolle (lang) in Logodatei schreiben für grafische
Darstellung
Konverterprg06.py
Gesamtprotokolle in Protokolle der Einzelaufgaben
aufsplitten, Format: .txt (Python) für zstrich1 und zstrich2
Konverterprg05bc.py
Gesamtprotokolle in Protokolle der Einzelaufgaben
aufsplitten, Format: .txt (Python) für zstrich0
Konverterprg05a.py
Gesamtprotokolle in Protokolle der Einzelaufgaben
aufsplitten, Format: .txt (Python)
Konverterprg05.py
Gesamtprotokolle in Protokolle der Einzelaufgaben
aufsplitten, Export nach .xml
Konverterprg04.py
Quatitative Auswertung der Gesamtprotokolle (Aufgaben-
zahl, Bearbeitungszeit, Klickzahl, ...) In  txt-Datei für
Statistik
Konverterprg02.py
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Konverterprg47.py
....
Wie 40.py, weitere statistische AuswertungenKonverterprg42.py
Dateien aus allen Ordnern auslesen, auswerten und
Variablen gesammelt in eine Datei schreiben, sortiert
nach Aufgaben
Konverterprg41v.py
Dateien aus allen Ordnern auslesen, auswerten und
Variablen gesammelt in eine Datei schreiben, sortiert
nach Kindern
Konverterprg41.py
Dateien aus allen Ordnern auslesen, auswerten und
Variablen gesammelt in eine Datei schreiben, sortiert
nach Aufgaben
Konverterprg40v.py
Dateien aus allen Ordnern auslesen, auswerten und





txt-Dateien mit Einzelaufgaben in Vektor der Länge n,
dann auswerten, div. Programme
Filterprg20.py
txt-Dateien auswerten (Test)Konverterprg14a.py




















































































































































































Direkt bzw. operative Strategie:3
Zählstrategie ab Vorgabezahl:2
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Expertenstrategien (prozentuale Verteilung):
Abb. 7.03: Expertenstrategien (Aufg. 1 .. 36)




Für  die  folgenden  grafischen  Darstellungen  wurden  die  Näherungsmaße






Wie  im Blockdiagramm  schon ersichtlich  ist, bilden die Aufgaben 04, 08, 26
und 32 sowie die restlichen Aufgaben je einen Cluster (vgl. Abb 7.03 und Abb.
7.04 Ebene XY, Ebene XZ).  
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Abb. 7.06: Zstrich0: Strategien ‐ Aufg 1..34
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Abb. 7.07: Zstrich0: Strategien ‐ Aufg 35..67
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Abb. 7.08: Zstrich0: Strategien ‐ Aufg 68..99
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